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Introduction

Ce cours traite de deux sujets des mathématiques appliquées qui sont ’analyse numérique
et la résolution numérique des équations différentielles ordinaires. Néanmoins, a travers leur
enseignement 1’objectif de ce cours est également d’introduire la lectrice ou le lecteur au
monde de la modélisation mathématique et de la simulation numérique, qui ont une
importance majeure dans tous les domaines scientifiques et les applications industrielles. La
modélisation mathématique est la science de représenter un phénomeéne physique, économique,
biologique, etc. par des modéles abstraits qui permettent ’analyse et le calcul. La simulation
numérique est quant & elle le procédé qui permet de calculer & ’aide d’un ordinateur les
solutions de ces modéles et donc de simuler le phénomeéne étudié.

On rencontre souvent en mathématique des problémes pour lesquels la solution ne peut
pas étre obtenue analytiquement. Néanmoins, il est souvent possible de mettre en ceuvre des
méthodes numériques fournissant une approximation de la solution, avec une erreur
qu’il faut pouvoir quantifier. L’analyse numérique se définie alors comme ’étude mathé-
matique de ces méthodes numériques.

C’est en particulier le cas pour les équations différentielles ordinaires (EDO). Pour rappel,
considérons d € N*, I = [0,7] un intervalle de R, f : I x R? — R? une fonction continue
et pp € R? une donnée initiale. Nous nous intéressons a la résolution du probléme de Cauchy
suivant : trouver une fonction w définie sur I et a valeur dans R? telle que

ft,u(t)), telI=][0,T],

1
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Pour rappel, un probléme de Cauchy est défini comme la donnée d’une EDO, (ou d'un
systéme de plusieurs EDO) ainsi que d’une (ou plusieurs) condition(s) initiale(s). Dans le
probléme (1)), nous considérons un systéme de d EDO d’ordre 1. Nous avons donc besoin
d’une seule condition initiale qui s’écrit : u(0) = po € R%. Pour ce probléme, le Théoréme
de Cauchy-Lipschitz, nous assure I'existence et 'unicité d’une solution globale, sous certaines
hypothéses sur la fonction f.

Théoréme (Cauchy-Lipschitz). Soit f : I x R? — R? une application continue. Si f est
globalement lipschitizienne par rapport a la deuxieme variable, i.e. si

EIL>O’ Vte-[’ \V/(l',y) ERdXRd ”f(t@)—f(t,y)n éL‘|:L‘_yH (2)

(pour une norme quelconque de R?, toutes les normes sur R% étant équivalentes), alors pour
toute condition initiale uy € R?, il existe une unique solution u définie sur I et de classe C*
au probleme de Cauchy .

Si, de plus, f est de classe C"(I x R%:RY) avec r > 1, alors u est de classe C"1(I;RY).

Il est ensuite facile de généraliser ce résultat & des EDO d’ordre quelconque en se ramenant
& un systéme d’EDO d’ordre 1, comme c’est le cas dans ’exemple ci-dessous.
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Exemple (Equation du pendule). L’évolution de I'’angle entre un pendule soumis & la pesan-
teur, de longueur L, et la verticale est régie par le systéme d’équations dites du pendule,

0"(t) + £sin(6(t)) =0, t>0,
0(0) = by € R, (3)
0'(0) =0 € R.

_ (0() . 1 T2
w=(oin) o 7 (o) (o)
I’équation peut se mettre sous la forme d’un probléme de Cauchy,
u'(t) = f(t,ult)).

De plus, la fonction f est continue de R x R? dans R? et vérifie I'’hypothése . pour
tout © = (w1, 22)" € R? et tout y = (y1,y2)! € R?

En posant

15600 = 16l = 1| (g iy oy ) T2 < w1 D)l = ol

donc il existe une unique solution u de classe C*(R*;R?) a ce probléme de Cauchy.

Remarque. C’est la donnée de la condition initiale qui implique I'unicité de la solution. Si on
considére 'EDO seule, il peut exister une infinité de solutions. Cependant, il est possible de
considérer d’autres conditions que les conditions initiales, ce sont les conditions aux limites.
Pour fixer les idées, considérons une EDO scalaire d’ordre 2, y”(t) = f(t,y(t), définie sur un
intervalle réel [0, 7). On peut alors considérer, par exemple,

« les conditions aux limites de Dirichlet : y(0) = p1 et y(T') = pa,
« les conditions aux limites de Neumann : y'(0) = p1 et ¢'(T) = pa,

. une condition de Dirichlet d’un coété et de Neumann de 1’autre.

L’étude des ces problémes est d’une grande importance dans notre société car de nombreux
phénomeénes peuvent se modéliser sous la forme d’'un systéme d’EDO muni de conditions
initiales et/ou de conditions limites. C’est le cas de la plupart des problémes en mécanique
de point, mais cela concerne également I’étude de 1’évolution d’'une population au cours du
temps, la modélisation de la propagation d’une épidémie, I’étude des intentions de vote d’une
population et bien d’autres problémes encore.

Comme annoncé plus haut, la résolution "& la main" de ces problémes peut étre com-
pliquée. La question qui se pose maintenant est donc la suivante : comment résoudre le
probléme de Cauchy a I’aide d’un ordinateur ? C’est pour répondre & cette question
que nous allons introduire des méthodes numériques et analyser leurs propriétés. C’est cela
I’analyse numérique : la construction et I’étude mathématique de méthodes numériques pour
résoudre des problémes mathématiques.

Reprenons le probléme de Cauchy et supposons qu’il existe une unique solution de
régularité C'. Faisons alors un développement limité de la solution autour d’un point ¢ € 1.
Pour tout h > 0, il vient

w(t +h) = u(t) + h'(t) + o(h) = u(t) + hf(t,u(t)) + o(h)

car, d’aprés 'EDO satisfaite par u, nous savons que u'(t) = f(t,u(t)) pout tout ¢t € I. Ainsi,
nous avons écrit uw au temps ¢t + h en fonction de wu(t) uniquement. Cette égalité est vraie



pour tout ¢t € I. En particulier, on peut calculer des valeurs approchées particuliéres de u de
proche en proche,

u(h) ~ u(0) +hf(0,u(0)) = o + hf(0, po),
u(2h) =~ wu(h)+ hf(h,u(h)),
u((n+1)h) =~ u(nh) + hf(nh,u(nh)).

C’est sur ce principe de récurrence que nous pouvons construire une approximation de la
solution u. Soit N > 0, on découpe l'intervalle I = [0,7] en N sous-intervalles de taille
constante h = T'/N. Nous construisons ensuite la suite (u,) définie par

ug = Mo,
t, = nh, (4)
Upt1 = Up+hf(tn,uy) Yne{0,...,N —1}.

La suite (¢,) est une discrétisation de I'intervalle [0, T]. Le réel h est le pas de la discrétisa-
tion. La formule de récurrence permettant d’exprimer u,41 en fonction de w, est appelé
schéma numeérique. C’est méme un schéma numérique particulier, appelé schéma d’Euler
explicite, dont nous étudierons au chapitre

Remarque. Attention, il est important de ne pas confondre la solution exacte de 'EDO,
notée wu, avec son approximation numérique au temps t,, notée u,, qui dépend du pas de
discrétisation h. En particulier, une question primordiale en analyse numeérique (et qui nous
intéressera tout au long du cours) est celle de la quantification de l'erreur d’approximation et
de son comportement lorsque le pas h tend vers 0.

Définition. On appelle erreur de convergence d’un schéma numérique la quantité définie
par maxo<n<n ||u(ty) — upl|. Un schéma numérique est dit convergent si

lim max [Ju(ty) — upl = 0.
h—00<n<N

La convergence d’un schéma numérique assure que la solution approchée tend vers la solution
exacte lorsque le pas de discrétisation h tend vers 0.

Dans ce cours, nous allons donc nous intéresser a la construction de schémas numériques
pour I'approximation de solutions d’EDO et de I’étude de leur convergence. Pour cela, nous
allons mettre au point un procédé systématique pour la définition de schémas numériques.
Une autre fagon de construire le schéma d’Euler explicite peut étre obtenue a partir de la
formule,

tn+1
u(tpi1) :u(tn)+/ o' (t)dt,
tn

et en approchant le calcul de l'intégrale, c’est-a-dire 'aire sous la courbe (¢,'(t)), par un
rectangle de hauteur u'(t,,),

tnt1 tnt1
/ o ()t ~ / W (bt = Bt (8) = f (b, ().
tn tn
On retrouve bien I'approximation précédente

U(tn1) = u(ty) + hf(tn, u(tn)).

Par cette technique, la construction d’un schéma numérique revient alors & un probléme
d’approximation du calcul d’une intégrale (appelé probléme d’intégration numérique), dans

3
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laquelle nous avons approché la fonction v’ par une fonction constante (un polynéme de degré
0). 11 est possible de généraliser cette approche en considérant des polyndémes de degrés plus
élevés et en utilisant d’autres formules d’intégration numérique.

Ce cours est donc divisé en trois chapitres correspondant aux problémes de l'approxima-
tion polynomiale de fonctions, de I'intégration numérique et de 'approximation de solutions
d’EDO.

Probléme 1 : On cherche a reconstruire une fonction dont on ne connait les valeurs qu’en
un certain nombre de points. Pour ce faire, on va déterminer le polynéme de plus petit degré
qui passe par ces points. C’est ce qu’on appelle le polyndme d’interpolation de la fonction.
Nous chercherons également & évaluer I'erreur commise lorsque 1'on remplace la fonction par
son polyndome d’interpolation. Ce probléme est 'objet du chapitre [T}

Probléme 2 : Le calcul de 'intégrale

/ab f(x)dx

pour un fonction f intégrable sur un intervalle [a,b] de R peut parfois étre difficile si on ne
connait pas explicitement une primitive de la fonction f. Les méthodes de quadrature,
que nous verrons dans le chapitre [2] sont des méthodes numériques permettant d’approcher
le calcul de ce type d’intégrales. Comme dans le chapitre [T, une attention particuliére sera
apporté a I'estimation de l'erreur commise avec cette approximation.

Probléme 3 : Soit d € N*, [ = [T}, Ty] un intervalle de R et f : I x R? — R une
fonction continue. On s’intéresse au probléme de Cauchy suivant : trouver une fonction v
définie sur [T, Tb] et a valeurs dans R? telle que

{ u(t) = fult), tel=[h,T]
u(t:Tl) = ,LL(]ERd.

Encore une fois, la résolution analytique d’un tel probléme n’est pas toujours évidente mais il
existe des méthodes numériques pour approcher la solution u de cette équation différentielle
ordinaire (EDO). Ceci sera l'objet du chapitre

Références : Ce cours a été rédigé avec le recours aux ouvrages suivants, dont il n’est pas
explicitement fait mention dans la suite ; les lecteurs et lectrices pourront s’y rapporter pour
plonger plus avant dans les démonstrations des résultats présentés ici :

1. Analyse numérique et équations différentielles. Jean-Pierre Demailly. Collection Sciences
Grenoble.

2. Analyse numérique - algorithme et étude mathématique. Cours et exercices corrigés.
Francis Filbet. Dunod.

3. Analyse numérique. Exercices et problémes corrigés. Bernard Héron, Francoise Issard-
Roch, Colette Picard. Dunod.

4. Analyse numérique : Une approche mathématique. Michéle Schatzman. Dunod.



Chapitre 1

Approximation de fonctions

Une fonction f arbitraire définie sur un intervalle I et a valeur dans R peut étre représentée
par son graphe, ou de maniére équivalente par la donnée de 'ensemble de ses valeurs f(t)
pour t € I. Ces valeurs sont en nombre infini et il n’est donc pas possible en pratique de les
mettre en mémoire sur un ordinateur. On peut alors chercher a remplacer f par une fonction g
plus simple qui est proche de f et dépend d’un nombre fini n de paramétres que l'on peut
ainsi mettre en mémoire. Un exemple consiste a choisir ¢ dans ’ensemble des polyn6émes
de degré n : on peut alors caractériser g par ses n + 1 coefficients. Plus généralement, on
peut chercher & approcher f par une fonction g appartenant & un espace de fonctions E,, de
dimension finie n.

La théorie de I'approximation étudie de fagon rigoureuse le compromis entre la complexité
donnée par le nombre de parameétres n et la précision que I'on peut obtenir entre f et g. Elle
s’intéresse aussi a la maniére dont on construit en pratique I'approximation g & partir de f.

Dans ce chapitre nous allons nous intéresser & deux méthodes d’approximation couram-
ment utilisées en analyse numérique : I'interpolation polynomiale et la méthode des moindres
carrés.

On ne considérera ici uniquement que des fonctions d’une seule variable réelle, la généra-
lisation & I'approximation des fonctions & plusieurs variables dépassant le cadre de ce cours.

1.1 Interpolation polynomiale

Dans cette partie, nous cherchons a approcher une fonction réguliére par une fonction
polynomiale : c’est la théorie de 'interpolation polynomiale. En calcul scientifique, nous avons
rarement acces a une infinité de points pour évaluer une fonction donnée. Au contraire, nous
ne connaissons souvent cette fonction qu’au travers d’un jeux de données qui représente les
valeurs de cette fonction en un certain nombre de points. L’interpolation (et en particulier
I'interpolation polynomiale qui nous intéresse dans ce chapitre) permet alors de représenter,
de facon approchée, une fonction dont on ne connait pas une expression explicite. En analyse
numérique, comme nous allons le voir, cette méthode est a la base de nombreuses techniques
pour le calcul scientifique.

Nous nous intéressons dans cette section principalement a deux problématiques : comment
construire en pratique un polynéme d’interpolation 7 Comment estimer et améliorer la qualité
de cette approche ?

1.1.1 Notations et pré-requis

Dans toute cette partie, nous notons P, (R) 1’espace vectoriel des fonctions polyno-
miales sur R, a coefficients réels, de degrés inférieur ou égal a n.
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Soit a,b deux réels. L’espace des fonctions continues sur U'intervalle [a,b] & valeurs réelles
est noté C([a, b]; R). Sur cet espace, on définit les normes LP, pour tout entier naturel p > 1,

par 1
b b
£l p,jap] = (/ |f(a:)|pda:) .

Pour p = 0o, on définit la norme infinie (ou norme sup ou norme de la convergence uniforme)
par

1fllo,ab) = sup [f(z)].

z€[a,b]
Pour p € N* U {00}, si || f][p,jap) < 00, on dira que f € LP([a,b];R).
Pour certaines démonstrations, nous aurons besoin d’utiliser un des théorémes de base de
I’analyse réelle : le Théoréme de Rolle, dont nous rappelons I’énoncé ci-dessous.

Théoréme 1.1. (Théoréme de Rolle) Soit a et b deux réels, a < b, et f une fonction
continue sur [a,b] a valeurs réelles, dérivable sur ]a, b, telle que f(a) = f(b). Alors il existe
(au moins) un réel ¢ €]a, b vérifiant f'(c) = 0.

De méme, nous utiliserons le théoréme d’algébre linéaire fondamental suivant, conséquence
du théoréme du rang.

Théoréme 1.2. (Théoréme fondamental d’algébre linéaire) Soit ¢ une application
linéaire entre deuz espaces vectoriels E et F' de dimensions finies. Si dim(F) = dim(F') et si
¢ est injective, alors ¢ est bijective.

1.1.2 Polynémes de Lagrange

Soit f : [a,b] — R connue uniquement en n + 1 points distincts &1, &2, ..., &y1 de
I'intervalle [a, b]. Il s’agit de construire un polynéme p,, de dégré inférieur ou égal a n tel que

pa(&)=f(&) Viel2...n+l] (1.1)

On dit alors que le polynéme p,, est un polynéme d’interpolation de la fonction f aux
points (&;)1<i<n+1-

Existence et unicité
Nous commencons par montrer qu'un tel polyndéme existe et qu’il est unique.

Théoréme 1.3. [l existe un et un seul élément de Py (R) vérifiant (1.1)). On Uappelle polynéme
d’interpolation de Lagrange associée auz points (&, f(&i))ief1,..n+1}

Démonstration. Considérons tout d’abord 'application

‘ Pn'_> RnJrl
p= (p(é-l)?"'ﬂp(fn—kl))'

Pour démontrer 'existence est 'unicité de ce polyndéme d’interpolation, il suffit de montrer
que 'application ¢, est bijective. En effet, on aura alors par bijectivité de 'application ¢,
que pour tout n+1-uplet (f(&1),..., f(&nr1)) de R*F1 il existe un unique polynoéme p dans P,

vérifiant (|L.1]).

Montrons que l'application ¢, est linéaire. Soient p et ¢ deux éléments de P, et et A € R.

on(p+Aq) =+ A1), (P + AQ)(En)),
= (p(gl) + Aq(&l)a s 7p(§n) + )‘Q(Sn))a
= ¢n(p) + )\QS?’L(Q)
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Donc ¢, est linéaire.

L’application ¢, est également injective car si ¢, (p,) = (0,...,0) avec p, € P, on en
déduit que p, est un polynome de degré inférieur ou égal & n possédant n + 1 racines ce qui
implique que p, = 0.

Enfin, dim(P,,) = n+ 1 = dim(R"*?), ce qui permet de conclure & I’aide du théoréme
que Papplication ¢, est bijective (c’est un isomorphisme entre deux espaces vectoriels de méme
dimension).

O

Définition 1.4. On appelle polynéme de base de Lagrange associé au point &; 1’élément I;
de P, (R) définie par

n+1
o (x — &)
@) = H (&G — &)

En particulier ces polyndémes vérifient la propriété suivante :

0 sij#i,
L(E) =68 —
(&) = 0y {1 si j =i.
Proposition 1.5. Le polynéme d’interpolation de Lagrange de f aux points &1, ..., &nt1
s’écrit
n+1
pa(x) =Y f(&)li(). (1.2)
i=1

L’expression (1.2) s’appelle la forme de Lagrange du polynéme d’interpolation p,.

Démonstration. Il est facile de remarque que pour tout i € {1,...,n+1}, [; est un polynéme

de degré n et que
n+1

D FE(&) = f(&).
i=1

Or, d’apres le théoréme d’existence et d’unicité précédent, il existe un unique polyndéme de
degré n vérifiant cette égalité pour tout i. Ce qui démontre le résultat. O

Remarque 1.6. La famille (/;)1<ij<n+1 est une base de Py

Exercice 1.

Soient &1 et & des éléments de R et f une fonction définie dans R & valeurs dans R. Tracer
les polynémes de base de Lagrange associés aux points & et £ et donner l'expression du
polynéme d’interpolation de Lagrange de f aux points &1 et &o.

Remarque 1.7. La forme de Lagrange du polyndéme d’interpolation est peu intéressante
d’un point de vue pratique. Elle a en effet un caractére relativement peu algorithmique et son
évaluation requiert trop d’opérations élémentaires. Dans la pratique, nous préférerons donc la
formule de Newton, introduite dans la prochaine section.
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Forme de Newton

La forme de Newton d’un polynéme d’interpolation de Lagrange aux points &1,...&,
consiste a écrire le polynoéme p,, sous la forme

n

pn(SU)ZaoJral(JU*fl)+--'+anH($*§i),

=1

ou les coefficients (a;)o<i<n sont des rééls a déterminer.

Observons d’abord que tout polynome de degré inférieur ou égal & n peut s’écrire sous
cette forme du moment que les points & sont tous distincts. Ensuite, cette formule présente
un intérét puisque elle fournit naturellement une récurrence. En effet, la partie tronquée ag +

cF Ap_t H?:_ll (x — &) n’est rien d’autre que le polynéme d’interpolation p,_; écrit aux
points &1,...,&,—1. En effet, p,_1 est un polynéme de degré inférieur ou égal & n — 1 et tel
que pour tout ¢ € {1,...,n}, pn_1(&) = f(&).

Ainsi connaissant p,_1, le calcul de p,, s’effectue en déterminant le coefficient a,, assurant

que pn(&n) = f(&n). Les coefficients (a;)o<i<pn sont donnés par la formule de Newton suivante.

Théoréme 1.8. Le polynome d’interpolation de Lagrange d’une fonction f aux n + 1 points
distincts &1, ..., Ent1 est donné par

n+1 i—1
po(@) = fla] + flén, &)@ — &) + ) flér, - & [[(= - &), (1.3)
i=3 j=1

ou f[] désigne les différences divisées de f définies par

fl&l = 1(&)
flén &) = W
fleng &) = 1166~ flEin)

§ — &
f[é-Za CIEIR a£n+1] - f[glaén]
§n+1 - 51

Démonstration. Si n = 0, alors pour tout z, po(xz) = f(&1) = f[&] et Végalité (1.3) est
vérifiée.

f[£17"'7§n+1] =

Soit n € N*. On note p,—1 le polynéme d’interpolation de Lagrange de f en &1,...,&,.
Comme p,, — pp—1 € P, et s’annule en &y, ..., &,, alors p,(z) — pp—1(x) peut s’écrire

p() pnl Hx_fj

ou 7, est le coefficient dominant de p,,. Montrons par récurrence sur le nombre de points
d’interpolation que 7, = f[&1,. .., Ent1]-

o« n=1:pi(e) = f(&) + HLLH @ - &), doumy = LGB = fley, &)

2
e Supposons 'hypothése de récurrence vraie pour tout k& < n — 1 points. En particulier
on a 1, = f[&1,...,&] pour tout £ <n — 1. On pose

(x —&)rn—1(z) — (2 — Eug1)Pn—1(x)
Ent1— &1

gn(z) =
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ol r,—1 est le polynéme d’interpolation de f en &, ..., &y +1. On remarque que g, € Py,

an(§1) = f(&1) et gn(€nt1) = f(Ent1), et

(& — & — &+ E&nv1)
§n+1 -&
Ainsi par unicité du polynéome d’interpolation de Lagrange, on en déduit que ¢, = pn.
Or, d’apres ’hypothése de récurrence appliquée a r,—1 et p,—1 on voit que le coefficient

dominant de ¢, est

f[£27"'7€n+1] _f[§17"'7§n]
§n+1_§1

qn(&i) = fl&)=f(&)  pour 2<i<n.

= f[§17' . a£n+1]-

Calcul pratique des termes f[¢1,. .., &k]

En pratique, pour calculer un terme de différence divisée d’ordre ¢, on a besoin de nombreux
termes de différence divisée d’ordres inférieurs. Le tableau suivant schématise le calcul par
induction de ces termes :

Etape 1 Etape 2 Etape 3 e Etapen +1
di | fl&]
dy | flé] flé1, €]
dz | f[&3] fl&2, 5] fl&1, 62, &3]
dn+1 f[fnJrl} :f[gna £n+1] :f[gnfla fnv §n+1] s f[fl» R a€n+1]

Exercice 2.
Etant donné trois points {(0,1),(2,5),(4,17)}, déterminer le polynéme d’interpolation de
Newton de degré 2 passant par ces points.

Numériquement, cette méthode de calcul des termes d; = f[¢1,...,&] peut étre implé-
mentée simplement et on obtient I'algorithme (en pseudo langage) suivant trés efficace :

e pouridel an+1:d;:= f(&),
e pourk de2 an+1:
di —d;—
* pour © de n+1 a k :d; < ﬁ
i — Si—k+1

Algorithme de calcul de p,(x)

Aprés avoir calculé les termes d;, on peut mettre en ceuvre le calcul de I’évalutation de p,, en
un réel z en utilisant l'algorithme de Horner. Celui-ci s’utilise en écrivant le polynéme sous
la forme

po(®) =di+ (. — &) [d2 + (z — &) (ds + -+ + (2 — &n)dnt1)] -
On obtient ’algorithme suivant.
® p .= dn—i—l;
e pourk den al :p<+ dg+ (x—&)p.
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1.1.3 Erreur d’interpolation

Théoréme 1.9. Soit f de classe C"*! sur [a,b], et p, son polynome d’interpolation de La-
grange en n + 1 points distincts de [a,b], notés &1, ..., &p+1. Alors

FO (y,) T

NCESE [[@-¢)] 9

i=1

Va € [a,b], 3 Yz €a, b, E(z) = f(z) — pa(x) =

La quantité E(x) est appellée erreur d’interpolation de Lagrange au point x.

Pour montrer le Théoreme on utilise le Lemme suivant (dont la preuve s’obtient faci-
lement en appliquant m fois le théoréme de Rolle).

Lemme 1.10. Soit g une fonction de classe C™ sur un intervalle I C R, qui s’annule en
m + 1 points de 1. Alors il existe z € T tel que g™ (z) = 0.

Démonstration. Soit &1, ...,&,+1 les points d’interpolation et = € [a, b] fixé.
Sixze{&,...,&n+1}, alors 'égalité est vraie.
Supposons alors que x ¢ {&1,...,&,+1}. On introduit la fonction g définie par
n+1

g(t) = £(t) = pult) — u [[ (£ — &),
=1

ol p est une constante que 'on fixera ultérieurement. Comme p,(&;) = f(&) pour tout
i€{l,...,n+ 1}, la fonction g s’annule aux n + 1 points &1, ..., &,+1. On choisit p de sorte
que ¢ s’annule aussi en x, ce qui améne & prendre
_ f(@) = pa(2)
T ontl
[[-¢)
i=1

D’apres le Lemme il existe alors y, vérifiant g(”H)(yI) = 0, ce qui s’écrit, comme
pn € Pn,
F ye) = 0= (0 + 1)l =0,

On en déduit alors I'égalité (1.4)). O
Corollaire 1.11. On peut obtenir une majoration de ’erreur en x par
MnJrl
|f(x) = pn(z)] < (nt 1) [Nnt1(z)],
en notant
Mn—H = ||f(n+1)”oo,[a,b] = sup |f(n+1)(x)‘
z€la,b]
et
n+1
Nosi(@) = [[ (= = &)
i=1
Une majoration uniforme de ’erreur est également obtenue par
Mn+1
1f = Pnllss,jap) < m”Nn-l-lHoo,[a,b]'

On peut alors se poser les questions suivantes : 'erreur E(x) diminue-t-elle lorsque le
nombre de points augmente ? Tend-elle vers 0 lorsque n — oo 7 A-t-on convergence uniforme ?
Le coefficient m est plutot favorable a la convergence, sous réserve que M, 41 n’explose pas
trop vite lorsque n augmente (ce qui dépend de la fonction interpolée), et que || Npt1|loo, (a8

non plus (ce qui dépend seulement du choix des points d’interpolation).

10
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1.1.4 Convergence uniforme

Un exemple de convergence

Pour f(x) = ¢®, on a aisément une majoration de f("+1) sur Pintervalle [a, b] :
Mn+1 = €b.
On obtient alors
1 = bl < L
_ o e A
pTL OO,[CL,b} — (n+ 1)'
ce qui prouve que || f —pn|loc,ap) — O lorsque n — +00 (le terme (i"lnTJrll), étant le terme général

d’une série convergente, quelque soit € R, il tend donc vers 0 lorsque n — o0). Autrement
dit, le polynome d’interpolation de f converge uniformément vers f lorsque n — oo, quelque
soit le choix des points d’interpolation.

Plus généralement, ce résultat est vrai pour la classe de fonctions suivante.

Théoréme 1.12. Soit f € C*([a,b]) dont les dérivées n-éme sont bornées uniformé-
ment par rapport a n. Alors, le polynome d’interpolation de f converge uniformément
vers lorsque n tend vers +o00.

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’il existe C' > 0 telle que || f (”)HOO,[ajb} < C, pour
tout n € N. Ainsi on a
(b _ a)n+1

1 = pnlloofats < CZ0 2 50,

Un résultat de non convergence

Théoréme 1.13 (résultat négatif dans C%). Pour toute famille de points d’interpolation
(&)1<i<n, il existe une fonction f continue sur [a,b] telle que la suite des polynémes d’inter-
polation aux points (§;)1<i<n ne converge pas uniformément vers f lorsque n tend vers +oc.

Le phénoméne de Runge

Définition 1.14. Le phénoméne de Runge est un phénomeéne de non-convergence uniforme
que 'on peut observer lorsque 1’on considére des points d’interpolations équidistants, méme
pour des fonctions C*([a, b]; R).

On présente ici un exemple de fonction pour laquelle la suite des polyndémes d’interpolation
pour des points équidistants n’est pas convergente. On considére la fonction

et son polyndome d’interpolation aux points § = —5 + (i — 1)%, 1 < i < n+1 équidistants
sur [—5,5]. La figure montre les fortes oscillations qui apparaissent au bord du domaine
lorsque n augmente.

1.1.5 Choix des points d’interpolation

Dans cet section, on se place sur un intervalle [a, b] et on examine I'influence du choix des
points d’interpolation sur la majoration que 1’on peut obtenir pour ”Nn+1H007[a,b]'

11
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Interpolation de Lagrangs avec points equidistants
T
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FIGURE 1.1 — Phénoméne de Runge

Points quelconques Une premiére estimation grossiére peut étre obtenue lorsqu’on ne
suppose aucune répartition particuliére des points d’interpolation (&;)1<i<n+1. En effet, pout
tout ¢ dans {1,...,n + 1} et pour tout x dans U'intervalle [a, b],

|$ - £Z| S b — a,
ce qui conduit a ’estimation
n+1
[ @-&)l<®-a
i=1
En passant au sup on a alors,
[Not1lloo o) < (b —a)™

Points équidistants On prend ici § = a+ (i — 1)h, pour 1 <i<n+1, avec h = b—Ta. On
peut alors montrer qu’on obtient avec ce choix

C b—a n—l—l
[ N1 lloo,[a ) < 7 ( . )

ou C est une constante indépendante de n.
En effet, notons s = %% € [0, n]. Pour tout z € [a,b], on a

n+1 n+1 n
[[@-&) =]]hs—G—-1)=nr""T](s—1).
=1 =1 =0

Par récurrence, montrons alors que, pour tout n € N,
n
H(s —i) <nl, Vse][0,n].
i=0

En effet, pour n = 0, on a bien s < 1, pour tout s € [0, 1]. Par suite, supposons que I’assertion
est vraie pour un certain n € N et montrons qu’elle reste vraie au rang n + 1. On a, pour

12
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tout s € [0,n + 1],
[Ty (s — ) — (n+1)! (IT=o(s =) (s =n=1) = (n+ 1)},
(s—=n—1)n! —(n+ 1)nl,
(s —=2(n+1))n!,
0, carse[0,n+1].

VAVARVANI

D’ou
|Npo1(x)] < R™nl,

En utilisant alors la formule de Stirling, on a que n! < +/27n (%)n, ce qui implique que

Nt (a)] < (b;“)"“ (1) Vo < @ (b;a>"+1'

D’ou le résultat annoncé.
Ainsi, si b —a < e, || Npt1lloo,ap) converge vers 0 quand n — oo. Par contre, on ne peut
rien conclure si b —a > e.

Points de Tchebychev

Définition 1.15. Soit n € N. Sur l'intervalle [0, 1], les n 4+ 1 points d’interpolation de Tche-
bychev sont définis comme les racines du polyndéme

Tht1(x) = cos((n + 1) arccos ),

qu’on appelle le (n + 1)-iéme polynome de Tchebychev de premiére espéce.
Sur un intervalle [a, b] de R, les points d’interpolation de Tchebychev sont également définis
comme les points

§i= ) Vie{l,...,n+1}.

a+b+b—a (20 — )7
2 2\ 2m+1)

Dans la suite, nous allons montrer que les points de Tchebychev sont en fait les points qui
minimisent la norme infinie || Ny41/oo,[q,5)- Commengons par énoncer un lemme technique.

Lemme 1.16. Pour tout x € [—1,1] et tout entier n > 0,

cos((n + 1) arccos(z)) = znﬁ <a: — cos ((22_1)”)) .

Pl 2(n+1)

Démonstration. Commengons par vérifier que pour tout n > 0 et tout ¢t € R, il existe un
polynéme p,, € P, tel que

cos((n+1)t) = 2”(cos(t))nJrl + pn(cos(t)),

c’est-a-dire que cos((n+1)t) est un polynéme en cos(t) de degré n+1 et de coefficient dominant
2™, On fait une démonstration par récurrence.

La relation est vraie pour n = 0 avec pg = 0 et pour n =1 avec p; = —1.
Soit m > 2, on suppose que la relation est vraie pour tout n € {0,...,m}. De la formule
trigonométrique

cos((m + 1)t) + cos((m — 1)t) = 2 cos(t) cos(mt),

13
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on déduit que

cos((m+ 1)t) = 2cos(t) cos(mt) — cos((m — 1)t),
= 2cos(t)[2™ 1 (cos(t))™ + pm_1(cos(t))] — [2™2(cos(t))™ ! + pm_2(cos(t))],
= 2™ (cos(t))™ ! + pm(cos(t)),

en notant

. 2m72xm72

pm(x) = prm—l(l’) pm—?(x)7

qui est bien un polyndéme de degré 2 a coeflicients réels. Cela conclut la preuve par récurrence.
Par suite, on en déduit que pour tout = € [—1,1]

cos((n 4 1) arccos(z)) = 2"z + p,(z),

ce qui signifie que cos(n arccos(z)) est bien un polynéme de degré n+1, de coefficient dominant
2". De plus, cos(n arccos(z)) a les mémes racines que le polynoéme

T (o (555)

donc ces deux polynoémes sont bien égaux. O

Théoréme 1.17. Pour tous points d’interpolation (&;)i=1,..n+t1 distincts dans [—1,1], on a

1
Vit 1 lloo,[=1,1) = o

(2i—1)7
2(n+1)
polynome de Tchebychev de premiére espéce.

avec égalité si, pour tout i, & = cos ( ), c’est-a-dire si les & sont les racines du n-iéme

Démonstration. Posons

P(z) = ﬁ (x ~ cos (M)) - 2% cos((n + 1) arccos(x)).

On obtient directement que
1
1Plloo o1 = -

Supposons alors qu'il existe une famille de points d’interpolation (&;)i=1,.. n4+1 telle que

[Nnt1lloo,(~1,1) < [1Plloo (1,1

c’est-a-dire )

1
“on < [Not1lloo,=1,11 < on

Pour k € {0,...,n + 1}, les points
k
T =cos [ ——
k 77,—1—17r

réalisent le maximum de |P| sur [—1, 1], car

1 1
P(zy) = o0 cos((n + 1) arccos(zy)) = o cos(km) = (—1)kHP||OO7[,L1].

14
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FIGURE 1.2 — Représentation des points de Tchebychev.

Ainsi, pour tout k£ € {0,...,n+ 1}, on a
(P = Nps1)(@r) = (= DF||Plloo,i-1,1) — N1 ()

. Si k est pair, on obtient

1 1
(P — Npi1)(xx) = HPHoo,[—Ll] — Npt1(zg) > on T on T 0,
et si k est impair, on obtient
1 1
(P — Npt1)(wk) = = ||Plloo,(=1,1] — Nat1(wx) < “on Ton = 0.

Finalement, on a, pour tout k € {0,...,n},

(P = Nt 1) (@) (P = N1 (@ps) < 0.

De plus, les polynoémes P et N, 1 sont unitaires et de degré n+1. Cela signifie que le polynéme
P — Npy1 est de degré n et change n + 1 fois de signe. Il admet donc n + 1 racines et c’est
forcément le polynéme nul. On conclut donc que P = Np1, ce qui contredit I’hypothése
précédente. O

Théoréme 1.18 (Convergence uniforme). Si f € CY([a,b]) alors la suite (pp)n>o des po-
lynémes d’interpolation de f aux points de Tchebychev converge uniformément vers f sur

[a, b].

Remarque 1.19. Les points d’interpolation de Tchebychev sont répartis symétriquement
autour du milieu de I'intervalle [a, b], de fagon plus dense prés des bords a et b (voir Figure.

1.1.6 Interpolation par morceaux

Afin d’éviter le type d’instabilité que ’on peut observer avec le phénoméne de Runge, on
peut, plutét que d’augmenter le nombre de points d’interpolation, procéder a de I'interpolation
par morceaux sur des intervalles de plus petite taille. On considére pour cela une subdivision
de l'intervalle [a, b] définie par a = a1 < a3 < -+ < Q41 = b, de pas hy, :

he = max |a;t1 — ;]
1<i<m

On réalise alors une interpolation de Lagrange de degrés n de la fonction f sur chacun des
intervalles [, aiy1], pour @ = 1,...,m, en choisissant des points d’interpolation (5})1S]’Sn+1
qui vérifient

& = ay, Eni1 = Qg1 (1.5)
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Cela définit alors un polynéme p’,, et on pose
Pra(z) =Pl (2) pour = € [, ait1].

On remarque, notamment a cause de la condition ({1.5), que la fonction p, . obtenue est
continue (mais pas nécessairement dérivable). En utilisant les résultats précédents, on obtient :

Proposition 1.20. On suppose f de classe C"1([a,b]). La fonction polynémiale par morceaus
Dn,a VETIfie

M?’L+1 n+1
|oo,[a,b] < mhoz .

Hf — Pn,a

En particulier, pour un entier n fix€, p, o converge uniformément vers f lorsque ho tend vers

0.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le Corollaire sur chacun des sous-intervalle de [a, b].
O

Exercice 3.

Définir approximation linéaire par morceaux d’une fonction passant par {(—1,0), (0,1), (1,0)}.

1.1.7 Interpolation de Hermite

Dans cette section, nous avons approché une fonction f par un polynéme de degré n satis-
faisant, en tout les points d’interpolation (;)1<i<n+1 d'un intervalle [a, b], 'égalité suivante :

pu(&i) = f(&)-

C’est 'interpolation de Lagrange, qui est dite "par morceaux" si elle est faite sur des sous-
intervalles de [a, b].

Il existe également d’autres formes d’interpolation polynomiale. Par exemple I'interpola-
tion de Hermite, qui consiste & contrainte également la dérivée du polynéme p,, aux points
d’interpolation.

cf. TD

1.2 Polynéme de meilleure approximation

Dans la section précédente nous avons considéré l'approximation d’une fonction f par
un procédé d’interpolation a l'aide des valeurs de cette foncion en des points d’interpo-
lations (&;)1<i<n+1 soigneusement choisis. Cependant, cela suppose que ces valeurs soient
connues exactement, ce qui n’est pas le cas dans de nombreuses situations. En particulier
lorsque les valeurs de f proviennent de mesures expérimentales.

Le résultat de mesures tel que celui présenté sur la Figure [1.3] conduit & penser que f
doit étre une fonction affine f(z) = a1z + ap. Dans ce cas, il ne semble pas trés raisonnable
de remplacer f(z) par un polynéme d’interpolation aux points (&;)1<i<n+1 dont le calcul
dépendrait des valeurs manifestement erronées (f(&))1<i<n+1-

En effet, une analyse "statistique" succincte du phénomeéne ci-dessus indique que ces va-
leurs (f(&;))1<i<nt1 contiennent une information juste (variant lentement) mais aussi un cer-
tain "bruit" (c’est un signal parasite variant rapidement mais de faible amplitude). L’ajuste-
ment de données consiste a éliminer ce bruit. Dans cet exemple, le principe de la méthode va
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-10°

2 4 6 8 10

Années d’expérience

FIGURE 1.3 — Exemple de régression linéaire

consister a chercher la fonction f, non plus sous la forme d’un polynéme de degré n mais plu-
tot sous la forme f(z) = ajx+ag ol ag et aj sont calculées de maniére a rendre le bruit le plus
faible possible. Il reste a définir correctement la notion de plus faible possible, nous pourrions
par exemple rechercher les valeurs ag et a; dans R solution du probléme de minimisation de
la quantité suivante,

max | f(&) — a1& — aol- (1.6)

1<i<n+1

Cependant, le plus souvent nous préférons minimiser la quantité suivante,

n+1

D 1F(&) — a& — aol, (1.7)

i=1

car ce probléme peut étre résolu plus facilement. C’est la méthode des moindres carrés.

Avant de passer a la description de la méthode des moindres carrés, démontrons un résultat
d’existence de solutions qui s’applique a la fois aux problémes et mais ne donne
pas 'unicité de la solution, ce qui est un inconvénient d’un point de vue de la mise en oeuvre
de I'algorithme.

1.2.1 Existence d’une meilleure approximation

Soit (E, || -||) un espace vectoriel normé, f € E et G un sous-espace vectoriel de E de
dimension finie.

Définition 1.21. On appelle erreur de meilleure approximation d’une fonction f dans G la
quantité

inf —qll.
i 11— gl

L’objectif de cette section est de présenter un résultat d’approximation, pour toute fonction
de l'espace vectoriel E, par un élément du sous-espace vectoriel de dimension fini G. Avant
d’énoncer ce résultat, rappelons quelques propriétés importantes des espaces vectoriels de
dimension finie.
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Lemme 1.22. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé et G un sous-espace vectoriel de
dimension finie de E, alors

o l'ensemble G est un fermé de F,
o Uintersection de deux fermés de E est également fermée,

o un sous-ensemble fermé et borné de G est compact.
Nous avons alors le Théoréme d’approximation suivant.

Théoréme 1.23 (Théoréme d’approximation). Soit f € E, G un sous-espace vectoriel de E
de dimension finie. Alors il existe g* € G tel que

inf —qll = —qg*.
it [f — gll = 1f ~ o'l
Autrement dit, linfimum est atteint, et on a donc ||f — g*|| = miél Ilf =gl
g€

Démonstration. Soit f € F. Considérons un élément g € G et définissons I’ensemble

B={geGlf—gl <If—all}

qui est l'intersection entre la boule de E centrée en f et de rayon || f —g|| avec le sous-espace G.
L’ensemble B est évidemment borné et il est également fermé (comme intersection de deux
fermés de E). De plus, comme G est de dimension finie, on en déduit que B est un compact
de G.

Définissons maintenant l'application ¢ : ¢ € B — ||f — g| € R. L’application ¢ est
continue sur B (par continuité de la norme sur E), qui est un compact de G. Elle atteint
donc ses bornes sur B et en particulier sa borne inférieure. Il existe donc g* € B tel que, pour
tout g € B, |If —g* < If — gl

Soit g € G quelconque. Si g ¢ B alors ||[f —g|| > ||[f —gll > ||f —g¢*||. Sig € Bona
bien également que ||f — ¢g|| > ||f — ¢*||. Ainsi, nous avons trouvé un g* € G tel que pour
tout g € G, || f — g*|| < ||f — gl|, ¢’est-a-dire que ||f — ¢*|| = mingeq || f — g||. Ce g* est donc
la meilleure approximation de f dans G.

O

Exemple 1.24. Pour un intervalle [a,b] de R, prenons E = C°([a,b],R) muni de la norme
infinie || - || et prenons P! C E I'espace vectoriel des polynéme de degré inférieur ou égal
a un, qui est de dimension 2. En appliquant le Théorémes nous démontrons alors qu’il
existe au moins une solution au probléme de minimisation de la quantité

If =P llc = inf [[f = plloo,
pcPl

c’est-a-dire un polynéme de degré un qui minimise la norme infinie || - || de C°([a, 8], R).
Remarque 1.25. L’élément g* réalisant le minimum n’est pas nécessairement unique. Pour
s’en rendre compte, on peut par exemple essayer de determiner les polynémes de degré 1 de
meilleure approximation, en norme uniforme, pour la fonction f définie sur [—1, 1] par

flz)=—1siz<0et f(z)=1sixz>0.
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1.2 - POLYNOME DE MEILLEURE APPROXIMATION

1.2.2 Approximation polynémiale uniforme

On se place ici dans I'espace E = C%([a,b],R) des fonctions continues sur un intervalle

[a,b] et & valeurs dans R, muni de la norme || - || :
[flloo := sup |f(z)].
z€la,b]

Définition 1.26. Cette norme est appelée norme de la convergence uniforme. et on dit qu’'une
suite de fonctions (f,)nen converge uniformément vers la fonction f sur un intervalle [a, b] si

T [[f ~ fulloo = 0.

Ici, nous cherchons & appocher un élément de E par une fonction polyndmiale. Nous
considérons donc 'espace vectoriel P,, des fonctions polynémiales de degré inférieur ou égal
a n & coefficients dans R, engendré par la famille { — z*; k = 0,...,n}, comme sous-espace
vectoriel de F.

En appliquant directement le Théoréme [1.23], on obtient le résultat d’approximation po-
lynomiale suivant.

Théoréme 1.27 (Théoréme d’approximation polynémiale). Soit f € C°([a,b];R), alors il
existe p* € Py tel que
1F =7 leo = inf (IS = Plloo-
Autrement dit, infimum est atteint, et on a donc ||f — p*|lec = 1?61%711 If — plloo, ¢’est-a-dire
que p* est le polyndéme de degré n de meilleure approximation pour la fonction f.
Néanmoins, nous n’avons pas d’indication sur le comportement de I'approximation p,

lorsque n tend vers l'infini. Cette information est donnée par le théoréme de Weierstrass sui-
vant.

Théoréme 1.28 (Théoréme de Weierstrass). Si f est une fonction continue sur un intervalle
[a,b] de R, alors
lim inf ||f —plleo = 0.

n—00 pePy,

On en déduit donc en particulier qu’ il existe une suite (py)nen, de polynémes de P,, qui
converge uniformément vers f lorsque n — 4o00. Il est ici aussi possible de quantifier la
vitesse de cette convergence

Théoréme 1.29. Si f est de classe C™ sur [a,b], on a

: 1™ oo
£ =plloo < Copt—12,
nf |f = plleo < o

ot Cp, est indépendante de n et de f mais dépend a priori de m et de b — a.

Remarque 1.30. En comparaison avec le polynéme d’interpolation de Lagrange p, € P,
étudié dans la section il est évident que

inf — <||f - .

P, 1f = dalloo < If = Pnlloo
De plus, le phénoméne de Runge met en évidence le fait que le polynome d’interpolation
de Lagrange ne converge pas toujours uniformément vers la fonction f que l'on souhaite

approcher.
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CHAPITRE 1 - APPROXIMATION DE FONCTIONS

1.2.3 Le probléme des moindres carrés continu

La méthode des moindres carrés continue consiste & approcher une fonction f sur un
intervalle [a,b] de R par un polynome de degré inférieur ou égal & n qui minimise I'erreur L2.
Plus précisément, on cherche & minimiser la quantité

b
/ (@) — qlo)|Pde

parmi tous les polynoémes g € P,.
On se place ici dans l'espace vectoriel C([a,b],R), o [a,b] est un intervalle borné de R,

muni de la norme
b 1/2
EPEYNICRE

qui dérive du produit scalaire de L?

b
()= | F@)gla)da.
On recherche ici le polynoéme ¢, € P, solution de
I = anllze = min [[f = g 2.

Le Théoréme d’approximation |1.23| nous garantit l'existence d’un tel polyndéme, mais on peut
ici compléter ce théoréme en démontrant son unicité.

Théoréme 1.31. Soit n € N et p, € P, un polynéme de meilleure approzimation de f €
C([a,b],R) muni de la norme || - ||z2. Alors py, est unique et est caractérisé par la relation

(f =pPn@)p2=0  Vge Py,

Autrement dit, p, est la projection orthogonale de f sur sous-espace vectoriel Py,.

Démonstration. Soit ¢ € P, et t € R*. Comme p, + tq € P,, on a par définition de p,

If = pnllF2 < |f = (P + ta) |17,

Or,
If = o +t@)l7. = (f —pn —ta, f — pn —ta),
= If = pull2 = 26(f = Pn, @) 2 + 2172
Nous en déduisons donc que

0 < |lqll72 — 2t{f — pnsa) 12-

Lorsque ¢t > 0, le passage a la limite ¢t — 0% dans la relation 2(f — pn, q)r2 < thH%2 permet
d’obtenir que (f — pp,q)r2 < 0, tandis que pour t < 0, le passage a la limite ¢ — 0~ dans
la relation 2(f — pn,q)r2 > thH%2 permet d’obtenir que (f — p,,q)r2 > 0, ce qui prouve le
résultat annoncé.

Déduisons alors de cette propriété 'unicité de p,. Soit alors p; et py deux polyndémes de
meilleure approximation de f et prenons ¢ = pl — p2, on a

(f —p1,p1 —p2) =0
(f —p2,p1 —p2) =0

d’ot1 'on déduit par soustraction que ||p; —pa||?> = 0. Le polynéme de meilleure approximation
de f est donc unique. O

En utilisant les Théorémes [T.28] et on obtient facilement le résultat suivant.

20



1.2 - POLYNOME DE MEILLEURE APPROXIMATION

Corollaire 1.32. Pour toute fonction f € C([a,b],R), lerreur de meilleure approximation de
f dans Py, pour la norme || - || 12 vérifie

Tim [[f ~ pullzz = 0.
De plus si f est de classe C™ sur [a,b], on a

1F]

nm

||f _pn”L2 < Cn

I

ot la constante C,, dépend de m et de b — a et est indépendante de n et de f.

1.2.4 Le probléme des moindres carrés discret

Dans le procédé d’interpolation, on a besoin des valeurs de f en n+1 points pour construire
un polynoéme de degré n. Mais si 'on dispose des valeurs de f en m + 1 avec m > n, on peut
également construire un polyndéme de degré n qui approche f par le procédé dit des moindres
carrés. Plus précisement, étant donné un vecteur y = (y1,...,¥m+1) € R™T1 on cherche un
polynéme g,, de degré n qui minimise la quantité

m+1

Z lq(z;) — yi|2'
i=1

parmi tous les polynémes q € P,, . Ce procédé est intuitivement lié & la méthode des moindres
carrés continue en remarquant que si on choisit des points a = x1 < - -+ < Ty1 = b équidis-

tants, la quantité
m+1

b—a 9
“m Z |f (i) — q(z3)]
i=1
qui est minimisée par le polynéme aux points xg, ..., ,, est alors une somme de Riemann
qui approche l'intégrale de la section précédente lorsque le nombre de points m augmente.
n

En écrivant ¢, dans la base canonique de P, : qn(z) = Zakazk, alors on voit que la
k=0

recherche de g, est équivalente a celle du vecteur a* = (ag, ..., a,) € R tel que
* . . _
IVa™ —ylz = min |[Va-—yl,, (1.8)
ot || - |]2 désigne ici la norme euclidienne de R™™! et ot V. € My,q1n41 a pour coeffi-

cients Vj; = :ngl, pour tout i € {1,...,m+ 1} et tout j € {1,...,n+ 1}. On utilise alors le
résultat suivant.

Théoréme 1.33. Soient n,m € N et y € R™TL. Un vecteur a* € R™ ! est solution du
probléme des moindres carrés

IVa® —yllz = min [Va -yl

si et seulement si a* est l'unique solution du systéme linéaire (carré)

VIivae =vTy.

Afin de démontrer ce Théoréme, nous aurons besoin du Lemme suivant.
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CHAPITRE 1 - APPROXIMATION DE FONCTIONS

Lemme 1.34. Soient m,n € N* tels que m > n et A € My, ,. On dit que A est injective
st kerA = {z € R" ; Az = Ogm} = {Ogrn}. Alors, A est injective si et seulement si la
matrice ATA € M., est inversible.

Démonstration. La matrice A7 A est une matrice carré de taille n x n, elle est donc inversible
si est seulement si elle est injective. En effet, d’aprés le Théoréme du rang, nous savons que

n = dimker AT A + rang AT A = dimker AT A + dimim AT A.

Que AT A est injective et donc équivalent & ce que dimim AT A = n. Or, le seul sous-espace vec-
toriel de R™ de dimension n est R™ lui-méme, donc pour tout y € R" il existe un unique x € R"
tel que AT Az = y, i.e. la matrice est inversible.
Montrons alors que ker A = ker AT A. Soit z € ker AT A, nous avons donc que AT Az = 0,
ce qui est équivalent a (AT Az, y) = 0 pour tout y € R™. En particulier, en prenant y = z
Nnous avons
(ATAz,2) =0 & (Az,Az) =0 Az =0 & z € ker A.

Réciproquement, si x € ker A, alors (Az,y) = 0 pour tout y € R™. Puis, en posant y = Az
pour tout z € R", nous avons
(Az, A2) =0 e (ATAz,2) =0 ATAz =0 & x € ker AT A.
Ainsi, nous concluons que
ker A = {0} & ker ATA = {0} & AT A est inversible.
O

Nous pouvons maintenant démontrer le Théoréme énoncé.
Démonstration du Théoréme Introduisons I'ensemble F = {u € R™*1:3q €
R" 4 = Va}. Le probléme des moindres carrés (1.8) est donc équivalent & trouver u* € F
tel que
u* — = min ||u — y/|o.
lu” = yll2 = min [lu — yll2

Or, on montre facilement que l’espace F est un sous-espace vectoriel de R™*1, donc d’aprés le
Théoréme d’approximation [I.23] il existe une solution a ce nouveau probléme de minimisation.
De plus, comme dans le cas du probléme des moindres carrés continu, on peut montrer que
cette solution est unique et caractérisée par la relation suivante, pour tout u € F,

(y —u*, u)ygm+1 = 0.

Soit @ € R™*+! notons u = Va, qui appartient a ’ensemble F' par définition. Comme u* € F,
il existe a* € R™*! tel que u* = Va*. Ainsi, pour tout a € R, I’égalité précédente devient

<y — VCL*, Va)Rn+1 = O,
ou de maniére équivalente
(VIy —VIVa*, a)gner =0,

qui est vraie pour tout a € R™*!. Cela implique que le vecteur VI'y — VI Va* est orthogonal
a tout vecteur de R™!, c’est donc le vecteur nul. Ainsi, a* est solution du systéme linéaire
carré VI'Va* = VTy. Pour autant, ceci n’assure pas I'unicité. En effet, nous savons que u*
est unique mais il peut exister plusieurs a* tel que Va* = u*. L’unicité de a* est, en fait, liée
au caractére injectif de V' : si a = (ag,...,an),

Va=0 iq(xi):z:akl‘fzo Vie{l,...,m+1} =q=0 =a=0.
k=0
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1.2 - POLYNOME DE MEILLEURE APPROXIMATION

On en déduit alors, d’aprés le Lemme [1.34] que la matrice VTV est inversible. Il existe donc
une unique solution au probléme des moindres carrés et on peut la déterminer par résolution
d’un systéme linéaire.

d
Nous pouvons alors introduire la définition suivante.
Définition 1.35. Etant donné un vecteur y = (y1,...,Yns1) € R™*! on définit le polynome
des moindres carrés de degré m < n aux points (€1,y1),. ., (Tnt+1, Yn+1) le polyndme g, =
ap + a1x + - -+ + apx™ € Py, dont le vecteur des coefficients a = (ay, . . ., a,) est solution du
systéme linéaire suivant
ViVa=Vly.
Dans le cas ou les y; sont les valeurs d’une fonction f aux points x;, 'approximation des
moindres carrés de degré m de f aux points x1,...,Ty11 est Punique polyndéme ¢, € Py, qui
n+1
minimise la quantité Z lq(zi) — fla)]2
i=1

Remarque 1.36.

e Icion a
n+1 n+1
tv, i+j—2 t, _ Jj—1
V'V = Zxk et Viy = Zxk Yk
k=1 1<, j<m+1 k=1 1<j<m+1

e Dans le cas n = 0, la solution constante du probléme des moindres carrés est donnée

par la moyenne des valeurs yy,
1 n+1

n+1 Zyz
i=0

e Dans le cas n = 1, la solution affine q;(z) = ag + a1z est appelée en statistiques droite
de régression pour les points {(x;,v;),7 = 1,...,n + 1}, et ses coefficients se calculent
simplement & partir des valeurs x; et y; en résolvant un systéme 2 x 2.

ag =

Exercice 4.

Déterminer par la méthode des moindres carrés le polynéme de meilleure approximation de
degré 1 pour les points {(1,2),(2,5),(3,4),(4,7)}.
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Chapitre 2

Méthodes de quadrature

Soient (a,b) un intervalle de R (borné ou non) et f une fonction intégrable sur (a,b). Les
méthodes de quadratures (aussi appelées méthodes d’intégration numérique) sont des méthodes
qui permettent de calculer de fagon approchée l'intégrale

/ab f(x)dx.

En effet, le calcul exact de cette intégrale est parfois impossible, en particulier dans les
cas suivants :
e lorsque 'expression de la primitive de f n’est pas connue (comme par exemple la fonction
.2
x e )
e lorsque la fonction f n’est pas connue explicitement : on peut obtenir ou calculer ses
valeurs en des points, mais pas son expression.

2.1 Principe des méthodes de quadrature

2.1.1 Meéthodes simples et composées

Les méthodes de quadrature dites simples consistent & considérer les valeurs de la fonction
f en n+ 1 points (&)1<j<n+1 sur un intervalle [a,b], afin d’approcher I'intégrale fff(:z)dx

par une expression de la forme
n+1

I(f) =) aif(&),
j=1

ou les coefficients (a;)j<i<ns1 sont a déterminer. En générale, les points (§;)i1<j<i+1 et les
coefficients (aj)1<j<i+1 sont choisis de fagon a ce que 'erreur

b
B(f)=| / f(@)dz — I(f)|

soit la plus petite possible (et en tenant compte des contraintes éventuelles du probléme).
Les méthodes de quadrature dites composées consistent a découper Uintervalle [a,b] en N
sous-intervalles [a;, ai+1], avec a = a1 < a1 < -+ < ayy1 = b et d’appliquer une méthode de
quadrature simple sur chaque sous-intervalle [a;, a;,] en choisissant n + 1 points (5;)1§j§n+1
sur chaque sous-intervalle [a;, a;11]. En utilisant le Théoréme de Chasles pour les intégrales

on obtient alors
b N it
[ t@de =3 [ pa)ds
@ i=1 "%
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CHAPITRE 2 - METHODES DE QUADRATURE

que 'on approche par
N n+1

=D af(E).
i=1 j=1
2.1.2 Intervalle de référence

En général, on définit une méthode de quadrature sur U'intervalle de référence [—1,1]. On
peut ensuite se ramener facilement sur n’importe quel intervalle [a, b] de R par le changement
de variable affine suivant :

On a alors

/f dx—/ d:c—/ 7o tzb;“/llf(qb(t))dt

2.1.3 Utilisation du polynéme d’interpolation de Lagrange

Sur lintervalle [—1, 1], une méthode de quadrature simple pour U'intégrale d’une fonction f
consiste & choisir n + 1 points d’interpolation &; < ..., < &,41 sur [—1, 1], puis a approcher f
par son polynome d’interpolation de Lagrange p, en ces points afin d’approcher le calcul
de fil f(t)dt par

/f dx~/ pu(t)dt = /1§f(§j>lj(t) gﬂsj)/ fajf@

ou les polynomes 1;(t) sont les polyndomes de base de Lagrange pour les points d’interpolation
&1 < ...,<&p+1, qui s’écrivent pout tout j € {1,...,n+ 1}

n+1
k=1 k4] fk - §J
On notera également que l'on a définit pour tout j € {1,...,n+ 1}

1
Oéj :/llj(t)dt.

On obtient une méthode simple sur [a, b] aprés le changement de variable z = ¢(t) :

b (b . a) n+1
[ rae~ B3 as0016)

J=1

ol la fonction ¢ a été définie ci-dessus. On peut aussi définir une méthode composée a partir
d’une subdivision a = a; < --- < ay + 1 = b de l'intervalle [a,b] :

n+1

/f dwNZ Z a; £ (&)

avec N N
C aitain e
hi = ait1 — ai, &= sz‘Fétj-
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2.2 - METHODES DE NEWTON—COTES

2.2 Meéthodes de Newton—Cotes

Lorsque l'on choisit une subdivision réguliére (h; = h pour tout 1 < ¢ < N) et les points
f;- équidistants, on parle de méthodes de Newton—Cotes.

2.2.1 Meéthodes classiques

e Méthode des rectangles a gauche
On approche f par la constante f(a) sur [a,b]. On obtient la méthode simple

/ ' fla)de ~ / ’ fla)dz = (b a)f(a)

et la méthode composée

b N
/ f(z)dz ~ hz fas).
a i=1

e Méthode des rectangles a droite
On approche f par la constante f(b) sur [a,b]. On obtient la méthode simple

b
/ f(@)dz ~ (b— a) £(b)

et la méthode composée

N+1

b
/ f@)de ~h Y fla).
@ i=2

e Méthode du point milieu

b
On approche f par la constante f (a +

/abf(w)dx ~(b-a)f (“‘2”’>

) sur [a,b]. On obtient la méthode simple

et la méthode composée

b N
N a4
/a f(z)dz h;f (%1/2) ) ou  G;1/2 = 5

e Méthode des trapézes
On approche f par un polynome de degré inférieur ou égal a 1 sur [—1, 1] : le polynoéme
interpolateur de Lagrange de f aux points —1 et 1

f() = f(=1)

pt) = (-1 + 15

(t+1)
et on a
1 1
/ F(t)dt ~ / p(t)dt = F(1) + F(~1)
~1 ~1

On obtient la méthode simple,

b —a
[ s@in~ 59 (@) + 50
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et la méthode composée

N—

b N
[ r@de~ 53 (e + flain) = Z £(a) + F0)

e Méthode de Simpson
On approche f par un polynéme de degré inférieur ou égal a 2 sur [—1, 1] : le polynome
interpolateur de Lagrange de f aux points {—1,0,1}. On obtient la méthode simple

pour
[ @~ L5 (s a5+ 50)

et la méthode composée

b h N-1 N
/ fl@)de ~ & (f(a) +f0)+2) ) fla)+4) f(am))
a 1=1

=2

Remarque 2.1. Les coefficients (2, 2) pour la méthode des trapézes, et (6, = 6) pour la
méthode de Simpson sont appelés les poids de la méthode. On remarque que la somme de ces

b
poids est égal a 1. Cela provient du fait que par construction, on doit avoir / Adx = I(\)
a

pour toute constante .

2.2.2 Analyse de l’erreur
Exemple de la méthode composée des rectangles a gauche

On suppose ici f de classe C'. En remplacant f par une formule de Taylor avec reste
intégral a 'ordre 1, on peut écrire sur un intervalle [a;, a;11]

/;"’“ f(z)dz = /(:M [f(ai) + /: f’(t)dt] dz = hf(a;) + /:+1 /: #(t)dtdz

Aj+41 , Aq41 x , h2
[ @ = nfe)| < [ [ e <11

En additionnant cette erreur sur tous les sous-intervalles, on obtient alors

b N N @iyl
RCEEDM I ; ( / REOUE hf(ai))‘
< " f@)dw - hf(a)
> /
2
ST S

=1
et finalement

h
< el — a5

N-1
x)dz — h Z f(ai)
i=1

Exercice 5.

De la méme maniére, analyser 'erreur de la méthode des rectangles a droite.
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Cas général

Considérons a présent le cas général ou la fonction f & intégrer sur un interval réel [a, b]
est approchée par son polyndme interpolateur de Lagrange p,, aux nceuds &1, ..., &q41, inclus
dans 'intervalle [a,b]. La formule de quadrature simple est donc donnée par

n+1

b
I(f) = / po(@)dz = 3 0 £ (&),
a j=1

ol les poids «j sont définis par

b

avec l; le polynome de base de Lagrange au point £;. Nous avons alors 'estimation d’erreur
de quadrature suivante.

Théoréme 2.2. Soient [a,b] un intervalle de R et f € C""([a;,a;11];R), avec n € N.
Considérons de plus la formule de quadrature simple I(f) = Zj a; f(&) associée au polynome

interpolateur de Lagrange de la fonction f aux neuds {&1,...,&n+1}. Alors
(b — CL) )
I < —r .
(f)’ = (TL ) ”f HOO,[a,b]

Démonstration. Tout d’abord, on a que

f Jdx = I(f)|,
(f(z) = pn(z)dz)|,

/ 1£(2) = pa()| dz.

Or, d’aprés le Théoréme on a l'estimation suivante sur lerreur d’interpolation entre f
et p,, en tout point z de [a, b]

£ D o o) | £ ooty I
|f(z) — pn()] SW g<x_§2) Sw(b_a) .

Il vient alors
L (WAl [y
< o, |a, o n+1
E(f) _/a BCE (b—a)""dx,
£ oo .

(n+1)! (b_a)n+2'
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2.3 Ordre d’une méthode

2.3.1 Définition de ordre d’une méthode simple

+1

n=1
polyndémes de degré inférieur ou égal a m, c’est -a-dire

b
E(p) = / p(z)dz —I(p) =0 Vp € Pm

Définition 2.3. On dit qu'une méthode d’intégration numérique (ou méthode de quadrature)

simple (du type I(f) = Z a;f(&)) est d’ordre au moins m si elle est exacte pour tous les

Par linéarité, cela équivaut a dire qu’elle est exacte sur tous les polynémes = — x*, pour
0 < k < m. On voit donc que par construction, les méthodes simples utilisant n + 1 points
de quadrature (et remplagant donc f par un polynéme de degrés inférieur ou égal & n) sont
d’ordre au moins n.

On dit que la méthode est d’ordre exactement m si elle est d’ordre au moins m et n’est pas
d’ordre m + 1.

Remarque 2.4. Si une méthode de quadrature simple sur un intervalle [a,b] est d’ordre
m > 0 alors, en particulier, pour tout polynome constant p(x) = C, on a

E(p):0<:>/dea::ZaiC’<:>Zai:b—a.

Exercice 6.

Montrer que la méthode du point milieu est exactement d’ordre 1.

2.3.2 Lien avec ’estimation de ’erreur

Théoréme 2.5. Soient f € C™ 1 ([a,b];R), pour m € N et I(f) une formule de quadrature
simple sur Uintervalle [a,b] de la forme I(f) = 1 i f(&), pour n € N et ou les (oy) sont
les poids de la formule de quadrature et les (&) sont les points de quadrature. Nous supposons
de plus que les poids (o) sont tous positifs. Si la méthode de quadrature simple I(f) est d’ordre
au moins m, alors il existe une constante C > 0 telle que

b—a m—+2
( ) ||f(m+1)||oo,[a,b]

/a ' flayde - I(f)’ e

Démonstration. On applique la formule de Taylor-Lagrange & ’ordre m & la fonction f : il
existe o € [a, b] tel que

f(m+1)(a)
(m+1)!

)m+1

fl@)=f(a) + f(a)(z —a) + -+ (z —a)™ + (x—a)™",

que 'on écrit
f(z) = Pu(z) + Q(z)

avec P, un polynéme dede degré m et ) le reste.
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L’erreur s’écrit alors

b
‘/fmww—ﬂﬂ

b

Pon() + Q(a))de — I( m+Qﬂ

x)dr — ‘ z)dr — )l

<0+ / [ ) a)™de — Z a;jQ(&)
Hf(:;rlj-"ic)}’![a’b] )™ ZO‘J — q)mtt
Hf(zzli!\;;,![a,b] b — a2 4 b — |+ Z o]

i
[l P B

mrny 09
O

Corollaire 2.6. Pour une méthode de quadrature composée d’ordre m et de pas h on a alors

lestimation d’erreur suivante
C(b—a)lf™ | ap) it

E(f) < (m+ 1)

ot C' est une constante réelle strictement positive.

2.3.3 Tableau recapitulatif pour les méthodes de Newton-Cotes classiques

(avec h; = h)
On note ici M, = sup |f®(2)]
x€la,b]
Méthode n Formule |E(f)| < ordre
N—1 Iv;
Rect. & gauche | 0 h i “tb-a)h | 0
ect. a gauche ; f(a;) 5 (b—a)
al M
Rect. a droite | 0 h; f(a;) 71(17 —a)h 0
N—1
M-
Point milieu | 0 h f(aiqy2) 2—42(13 — a)h? 1
N ORSC Y
S8 , 200 — a)h?
Trapézes 1 h Z; fla;) + 5 5 (b—a)h 1
. h M
Simpson 2 6<f +22faz +4Zf z1/2> Fgo(b—a)h‘l 3

Remarque 2.7. Sin > 1, on peut montrer que les méthodes de Newton-Cotes utilisant n+ 1
points de quadrature sont d’ordre n si n est impair, et d’ordre n + 1 si n est pair.
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2.4 Meéthodes de Gauss

On a vu que les méthodes de quadrature de Newton-Cotes de degrés n (qui utilisent n+ 1
points de quadrature régulierement répartis sur chaque sous-intervalle) sont d’ordre n ou
d’ordre n + 1. La recherche de la quadrature ayant l'ordre le plus élevé possible pour un
nombre de points donné conduit & la méthode de Gauss.

2.4.1 Polyndémes orthogonaux

Soit ]a, b[ un intervalle, borné ou non, de R.

Définition 2.8. On appelle fonction poids une fonction w € C%(Ja, b[; R%.) telle que
b
Vn € N, / |z|"w(x)dx < 4o00.
a

Notons € I'ensemble des fonctions f continues sur |a,b] a valeurs dans R, telles que

e b )Pt R

Remarque 2.9. L’espace £ est 'espace de Hilbert des fonctions continues et de carré inté-
grable sur [a, b] par rapport au poid w. C’est un espace vectoriel normé (dont chaque élément
est une fonction), complet, muni du produit scalaire

/]

b
<f7g>w:/ f(z)g(z)w(x)dz.

De plus, & contient ’ensemble des fonctions polynoémiales sur [a, b].

Définition 2.10. Une suite (pn)nercn de polynomes est une suite de polynomes orthogonaux
par rapport au produit scalaire (-, -),, si les polynoémes p,, sont deux a deux orthogonaus dans &,
i.e. ¢’ils vérifient

(Pry Pm)w =0 sin #m.

Théoréme 2.11. Soit w une fonction poids sur un intervalle [a,b] de R. I existe une unique
suite de polynomes unitaires (pp)nen orthogonaux par rapport au produit scalaire (-,-),, et tels
que deg(pn) = n. Plus précisement, la suite (pn)nen vérifie la relation de récurrence suivante

po(xz) =1
pi(r) =z — Ao,
pn—f—l(a?) = (-1' - /\n)pn(x) - ann—l(x>vvn >1,

Y

avec

2
)\n _ <$pnal;n>w vn c N, L = Hanw,22 \v/n c N*
[Pn I 2 [Pn—1l1% 2

Démonstration. Construisons la suite de polynémes (p,)nen par le procédé de Gram-
Schmidt. Posons alors po(z) = 1 et pi(z) = 1 — Ao, ot A\g est déterminé de sorte que la
condition d’orthogonalité entre pgy et p; soit vérifiée.

b
(po,p1) =0 & [ w(z)(z— Ao)dz =0,
=N )\O = M
Ipollw, 2
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Posons ensuite pa(z) = (x — A\1)p1(x) — pipo(z0 ot A\ et py sont & déterminer, de sorte
que le polynéme po soit orthogonal & py et p1. En observant en particulier que

Ip1]l2.5 = (xp1, Po)ws
on obtient que
A — (xp1, P1)w o ||p11372
1P111% 2 1PollZ 2
Procédons ensuite par récurrence et suppons que la proposition est vraie en rang n, c’est-
a~dire qu’il existe une famille de polynémes unitaires {po, ..., pn+1} orthognaux par rapport
au produit scalaire induit par w. Posons alors pp42(2) = (2 — Apt1)Pny () — tnt10n ().
D’une part, démontrons que pout tout ¢ € {0,...,n—1}, le polynéme p,, 2 est orthogonal

au polynoéme p;. On a que

(Pn+2>Pi)w = (TPnt15Pi)w — At 1{Pnt1, Pi)ew — Mnt1{PnsDi)w-

Or, comme le polynoéme zp;(x) est de degré i + 1 et la famille (pg)o<r<it1 forme une base
de I'ensemble des polynéome de degré i+ 1, on peut écrire xp;(x) comme une combinaison
linéaire des polynomes de cette famille. On a alors que
it+1
(Pnt2,Pide = Y ck{Pot1, Pi)e = 0.
k=0

D’autre part, en imposant les condition )pp+2, pnti1{w= 0 et )ppi2, pr{w= 0 on trouve,

_ (TPn 11, Pnt1)w _ (TPn11,Pn)w
Al = —F 5 Hptl = o
1Pn+1152 [Pnllo
I1 ne reste plus qu’a montrer que (xpp41,Pn)w = ||pn+1||372. En effet, puisque l’ensemble des
polynoémes {po, ..., pn+1} forme une base de l'espace vectoriel des polynomes de degré n + 1,

on peut écrire zp,+1(x) dans cette base et en utilisant le fait que ces polyndmes sont unitaires,
nous avons que pp(x) = pp1(x) + > ¢ipi(z) et nous en déduisons 1’égalité souhaitée.
O

Exemple 2.12. Polynémes de Legendre
On se place dans Ja,b[=] — 1, 1] et on considére le poids w(x) = 1. On définit les polynéomes
de Legendre par

1 d* ., n
Ln(w) = g (2 = 1))
Alors les polynomes p,, définis par p,, = “T"n(x), ou [, est une constante définie pour que p,
soit unitaire, correspondent & la suite de polyndémes orthogonaux définie dans la Théoréeme

De plus, le polynéme ¢, qui minimise ||f — ¢||2 parmi tous les ¢ € P,, est donné par

n

o =Y (f, Li)w L

k=0
Exemple 2.13. Polynémes de Tchebychev
Pour n > 0 on définit la fonction ¢, par

cos(nt) = t,(cos(t)), pour t € R.

On peut montrer que les fonctions ¢,, sont bien définies et sont des polynémes de degré n, de
coefficient dominant 2"~ !. De plus, la suite (p,)nen définie par p, = W%ltn correspond 4 la
la suite de polynomes orthogonaux définie dans le Théoréme pour Ja,b[=] — 1,1[ et le
poids w(x) =1/v1 — x2.
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Autre exemples

T

e Pour Ja, b[=]0,+oo[ et w = e~ 7, ce sont les polyndémes de Laguerre

xT

e Pour Ja, b[=] — 00, +00[ et w = e~ ce sont les polynomes de Hermite

Par ailleurs, on a la propriété suivante concernant les racines des polynémes p,.

Proposition 2.14. Le polynéme p,, posséde n zéros réels distincts, inclus dans |a, b[.

2.4.2 Méthode de Gauss

On s’intéresse ici & une méthode de calcul de l'intégrale

[ rwpten

Théoréme 2.15. [ existe une unique formule de quadrature sur [—1,1] de la forme

n+1

b
/ f@)w(@)ds ~ 15(F) == 3 a; /(&) (2.1)
a j=1

qui soit d’ordre au moins 2n + 1.

Démonstration.

Unicité
Montrons déja I'unicité de cette formule. Supposons qu’il existe des points (£;)1<j<n+t1 €t des
coefficients (a)1<j<n+1 telle que la formule de quadrature définie par ([2.1)) soit d’ordre 2n+1.

On pose alors
n+1

Gnt1(z) = H(LU —&j) € Pt
j=1
et soit p € P,. Comme d°(¢n+1p) < 2n + 1, la formule de quadrature est exacte pour ce
polyndéme et on a alors

b n+1
(gn+1,p) = / Gnt1(2) p(x)w(z)de = I9(gar1p) = ) ajgnra(§5)p(5) = 0
a J=1

car les &; sont les racines de g¢p41. On en déduit alors que g,4+1 est égal (a un coefficient
multiplicatif prés) au polynéme unitaire p,,4+1 de degré n+ 1 de la base orthogonale introduite
dans le Théoréme . Les points (£;)1<j<n+1 correspondent donc aux racines de pp11. Cela
nous donne donc 'unicité des points de quadrature (;).

On introduit ensuite

s — &k
)= ] e

k=1, k#j

les polynomes de base de Lagrange associés aux points (£;)1<j<n+1. Comme les polynomes I;
sont de degré n on a alors que

n+1

b
/ li(@)w(z)de =T(1;) =) axli(&) = ay
a k=1
ce qui montre que les coefficients (ovj)1<j<n+1 sont également déterminés de facon unique.
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Existence
Montrons maintenant qu’avec ce choix des points (§;)1<j<n+1 et les coefficients (oj)1<j<n+1
la formule de quadrature obtenue est d’ordre 2n + 1. Soit p € Pa,11. On effectue la division
euclidienne de p par p,11 (le (n + 1)-éme polynéme unitaire de la base orthogonale définie
précédemment) : il existe ¢, € P, tels que

D= qpnt1+7T
Ainsi
b b b b
/p(az)w(m)dm:/ q(a:)pn+1(a:)w(a;)dx+/ r(m)w(x)da::/ r(z)w(x)dx

car pnp41 est orthogonal au sous-espace vectoriel P,. Par ailleurs

n+1 n+1 n+1
I9p) =) ajq(§p(&) + > ar(&) =) ar(é)
=1 j=1 =1

car les points de quadrature (&;)1<j<n+1 sont les racines de p,41. Comme la formule est exacte

pour r € Py, on en déduit que / p(x)w(z)dz = I%(p). La formule est donc exacte pour tout
a

polynome de p € Pay1q.
Par ailleurs, comme do(ljz.) =2n, on a

n+1

b
[ Blastaae = 1902) = 3 a6 = a;
k=1

a

ce qui montre que les coefficients «; sont positifs strictement. O

Remarque 2.16. Il ressort de la preuve précédente que

e les n+1 points de quadrature (§;)1<j<n+1 correspondent aux racines du polynome py,41,
ol (Pn)n>0 est la suite de polynémes orthogonaux deux-a-deux pour le produit scalaire
associée a la fonction poids w et tels que deg(p,) = n.

e le coefficient «; est égal a l'intégrale du polynome de base de Lagrange associé a ¢
contre la fonction poids :

a; = / L@@

2.4.3 Meéthode

La démarche pour la mise en ceuvre d’'une méthode de Gauss & n + 1 points pour le calcul
de l'intégrale

[ rwnte

est donc la suivante

1. On détermine la suite des polynémes orthogonaux py, ..., pn+1 pour le produit scalaire
associé au poids w.

2. On détermine (éventuellement de fagon numérique) les racines &1, ..., &1 de ppy1
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3. On calcule

n+1 _gk
lij(x) =
! k H@é gjfék

et les coefficients

aj = /ab lj(z)w(x)dx

4. On obtient la formule de quadrature

n+1

/f deZan (&)

2.4.4 Exemples

Méthode de Gauss-Legendre

On considére ici l'intervalle Ja, b[=] — 1, 1] et le poids w(z) = 1. Les n+ 1 points de quadrature
(&j)1<j<n+1 correspondent ici aux racines du polynémes de Legendre L, 1, et les coefficients
a;j a l'intégrale des polynomes de Lagrange associés a ces points :

1

aj = / lj(z)dx.
-1

La suite des polynémes de Legendre peut étre déterminée grace a la formule de récurrence

2n —1 n—1
L,(z)= - xLp_1(x) —

Ln—2<m)7

initialisée par Lo(z) =1 et Li(x) = z. On obtient alors

Les formules de quadrature simple de Gauss-Legendre s’écrivent alors

e pour la formule a deux points (d’ordre 3)

foene~s(35)++(55)

e pour la formule & trois points (d’ordre 5)

[ ot~ 3 (-ﬁ) +59(0)+ o9 <\/§>

On peut déduire de cette méthode de quadrature sur [—1, 1] une méthode de quadrature sur
a+b b— at .

n’'importe quel intervalle [a, b] & partir du changement de variable x = ¢(t) = 5 + 5

n+1

/abf(ac)dx —a/ f (o dtwizajf
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Méthode de Gauss-Tchebychev
Les polynémes orthogonaux associés au poids w(z) = \/11_7 sur [—1, 1] sont les polynémes de

Tchebychev, dont on sait exprimer les racines (ce sont les points de Tchebychev, ¢f. chapitres
1, 2 et TD). On peut donc construire une formule de quadrature de Gauss pour les intégrales

du type

——Zdx
/—1 V1—22

2.4.5 Intéréts des méthodes de Gauss

Comparativement aux méthodes de quadrature de Newton Cotes (ou les points de qua-
drature sont équidistants) les méthodes de Gauss présentent les avantages suivant.

e A nombre de points de quadrature donné, elles sont plus précises. Il est donc intéressant
d’utiliser ces méthodes lorsque 1’évaluation de la fonction est cotiteuse.

e Elles sont mieux adaptées au cas ou U'intervalle [a, b] n’est pas borné.

e Elles sont mieux adaptées dans les cas ou la fonction a intégrer présente des singularités
(les méthodes de Newton-Cotes peuvent étre adaptés de fagon a éviter 1’évaluation de
la fonction en ces singularités, mais le résultats est généralement mauvais).

2.4.6 Erreur des méthodes de Gauss

Une estimation de l'erreur des méthodes de Gauss est donnée dans le théoréme suivant

Proposition 2.17. Soient [a,b] un intervalle de R, f € C*"2([a,b]) et I[gb](f) une formule
de quadrature simple de Gauss d’ordre 2n + 1 sur |a,b] pour le calcul de l'intégrale

[ st

Alors, on a

12D ]
M[%uﬂ<c[]w>2”

- (2n +2)!

b
ot on a noté C' = max </ w(x)dx,b— a>, une constante positive.
a

Démonstration. Si la fonction poids w = 1, on peut directement appliquer le Théoréme
sur le lien entre 'ordre d'un méthode et 'erreur de quadrature, car les poids d’une méthode
de quadrature de Gauss sont toujours positifs.

Si la fonction poids est quelconque, on peut adapter la preuve du Théoréme Il

2.4.7 Meéthodes de Gauss composées

Comme pour les méthodes de Newton-Cotes, on peut construire une méthode de Gauss
composée en subdivisant un intervalle [a, b] en sous-intervalles ([a;, ai+1])1<i<n- Celle-ci s’écrit

sous la forme
N h n+1
[a b] Z b} Z a;f (0:5))
=1

Jj=1

a; + a1

e
5 + Elfj, avec ; les points de quadratures sur [—1,1].

ol 92'7]‘ =
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On déduit ensuite de la Proposition lestimation d’erreur suivante

Mspi2 oo
E < (0—2
N =Co "

ol h = max h; et C > 0.
1<i<N
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Chapitre 3

Résolution numérique d’équations
différentielles ordinaires

3.1 Introduction

Soit d € N*, I = [T}, T»] un intervalle de R et f : I x RY — R? une fonction continue.
On s’intéresse au probléme de Cauchy suivant : trouver une fonction uw définie sur [T7, Ts] et
a valeurs dans R? telle que

d() = fltult)), tel=[T,T,
{u(t:Tl) = IU(]ERd. v (3'1)

La donnée pg est appelée condition initiale du probléme et on peut montrer que ce pro-
bléme admet une unique solution, sous certaines conditions de régularité sur la fonction f.

Théoréme 3.1. Soient I un intervalle de R et f : I x R* — R une application globalement
lipschitizienne par rapport a la deuxieme variable, i.e.

3L>0, Vtel, Y(z,y)eR'xR? |If(t,z) - f(t,y)l < L]z —y] (3.2)

(pour une norme quelconque de R?, toutes les normes sur R étant équivalentes). Alors pour
toute condition initiale py € R?, il existe une unique solution u définie sur I et de classe C*

au probleme de Cauchy (3.1)).

Si, de plus, f est de classe C"(I x R4 RY) avec r > 1, alors u est de class "1 (I; RY).

Exemple 3.2. L’évolution de I’angle entre un pendule de longueur L et la verticale est régie
par le systéme d’équations dites du pendule :

0"(t) + £ sin(0(t) =0, >0,
0(0) = 6o € R, (3.3)
0'(0) = 0, € R.

=)« () (o)

I’équation ([3.3)) peut se mettre sous la forme

u'(t) = f(t,u(t)).

En posant
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De plus, la fonction f est continue de R x R? dans R? et vérifie I’hypothése (3.2) : pour
tout = = (x1,22)" € R? et tout y = (y1,2)" € R?

17600 = 16l = 1 (g i’y ey ) T2 < w050 D)l = ol

donc il existe une unique solution u de classe C*(R*;R?) a ce probléme de Cauchy.

Néanmoins, la plupart du temps, nous ne savons pas résoudre explicitement ce genre de
problémes de Cauchy, c’est pourquoi nous utilisons des méthodes numériques pour approcher
leurs solutions.

3.2 Construction de premiers schémas

Nous cherchons & résoudre numériquement le probléme de Cauchy (3.1) sur un inter-
valle [T1,T3] de R. Pour cela, nous introduisons une discrétisation de Uintervalle [T7,75]
en N € N sous-intervalles ([tn,tn+1]),eq0,. ny tels que

Ti=to<ti<--- <ty =15

et 'objectif est alors de construire une suite (uy)o<n<n, telle que, pour tout n € {0,..., N},
I’élément u,, soit une bonne approzimation de u(ty). Cette suite est définie par récurrence et
la donnée de la formule de récurrence de u,; en fonction des (uy)o<k<n+1 €st appelée schéma
numeérique.

Dans toute la suite, nous faisons I'hypothése que la subdivision [T7,T5] est réguliére et
nous notons h le pas de discrétisation : h = % De plus, dans ce cours, nous considérerons
essentiellement des schéma numérique explicites a un pas, c’est-a-dire des schéma s’écrivant
sous la forme

Upt1 = Up + h®(ty, up, h),

avec @ : [T1, Tp] x R? x [0, 4] — R? une fonction continue et § > 0.

Définition 3.3.

e Un schéma numérique est dit explicite si 'expression de u,41 dépend uniquement
des (ug)o<k<n (et ne dépend pas de un+1). Au contraire, si I'obtention de w4 dé-
pend de la résolution d’une équation (possiblement non-linéaire) le schéma numérique
est dit implicite.

e Un schéma numérique est dit & un pas si 'expression de u,1 ne dépend que de u,, (et
potentiellement de u,; s'il est implicite). S’il dépend également des (ux)o<k<n—1 (et
potentiellement des (ug)g>n+1 si le schéma est implicite) le schéma est dit multi-pas.

3.2.1 La méthode d’Euler explicite

Nous cherchons & écrire un schéma numérique simple pour approcher 1’équation

W) = ftult), tel=[T,T
{ w(t = T) = po € R v (3.4)

Pour cela, nous allons réutiliser les méthodes de quadrature vues au chapitre précédent.
L’idée est d’exprimer la solution de (3.4)) au temps ¢, 41 sous forme intégrale, en écrivant

wltnin) = u(tn) + /t " (s)ds = u(ty) + /t " b, u(s))ds,
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R ik ol T
Al |-

FIGURE 3.1 — Représentation géométrique de la méthode des différences finies pour le schéna
d’Euler explicite.

c’est-a-dire .
n+1
Upp1 = Up +/ f(s,u(s))ds. (3.5)
tn

Ensuite, on utilise la méthode des rectangles a gauche pour approcher I'intégrale qui apparait
dans cette formule

/t " f(s,u($)ds ~ (b — t) [t u(tn).

On trouve alors le schéma numérique suivant, appelé schéma d’Euler explicite, qui dépend de
la condition initiale pug,

Schéma d’Euler explicite

Uug = Mo,

Unt1 = Up+ hf(tn,uy), V1I<n<N. (3.6)

Remarque 3.4. Le schéma d’Euler explicite (3.6) est un schéma explicite & un pas.

Remarque 3.5. On peut également construire ce schéma (comme tous les autres schémas
d’ailleurs) en utilisant la méthode des différences finies qui consiste a approcher la dérivée v’
en un point t, a l'aide d’un dévéloppement de Taylor. En effet, pour tout n € {1,..., N}, si
on écrit le développement de Taylor de u au point ¢,4+1 & 'ordre 1, on a

U(tni1) = u(tn) + (tns1 — t)u'(ta) + o((tns1 — tn))-
Cela nous donne ainsi une approximation de u’'(t,) par

En remplacant '(¢,) par cette expression dans 'équation , on obtient alors de nouveau
le schéma d’Euler explicite .

Géométriquement (pour d = 1), cela revient a approcher la tangente du graphe de la
fonction u au point (¢, u(t,)) par la droite reliant les points (¢, u(ty)) et (tn41, u(tnt1)) (cf.

Figure .
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3.2.2 La méthode d’Euler implicite
Partant de la relation (3.5)), I'utilisation de la méthode des rectangles a droite

/t " f(s,u(s))ds ~ (tn1 — tn) f(tns1, u(tny1))-

donne cette fois
Unt1 = Up + hf (tny1, u(tni1))- (3.7)

On est donc amené ici & construire une suite (u,) & partir de la relation précédente, pour
obtenir le schéma, qui dépend de la condition intiale g € R,

Schéma d’Euler implicite

Ups1 = Up +hf(tprr,ungr), VI<n<n+1 '

Le schéma est dit implicite car 'inconnue u,y1 est déterminée en résolvant une équation
(linéaire si f l'est, non linéaire sinon). Il faut donc éventuellemet utiliser a chaque pas de
temps une méthode de résolution d’équation non linéaire (méthode de point fixe, de Newton
que nous verrons au deuxiéme semestre). Grace au théoréme du point fixe de Picard, on peut
avoir une condition suffisante pour que cette équation admet une unique solution.

Proposition 3.6. Si f est globalement L-Lipschitzienne, i.e. s’il existe L > 0 tel que V(z,y) €
R4 x R?
1f @ x) = fty)ll < Liz -yl Viel,

et si hL < 1, alors l’équation d’inconnue x
x = Uy + hf(ths1, )

admet une unique solution.

3.2.3 Schéma de Cranck-Nicholson et 0- schémas

Partant de la relation (3.5)) I'utilisation de la méthode des trapézes donne

| rsuods ~ 5 Ut utn) + Ftwrn, i)

Le schéma numérique résultant de cette idée est le schéma de Crank-Nicholson, qui s’écrit

Schéma de Cranck-Nicholson

up = Mo, (39)
Uptl = Up+ % Lf (tns un) + f(tns1, unt1)] -

Remarque 3.7. Le schéma de Crank-Nocholson est un schéma implicite & un pas.

Plus généralement, on appelle #-schéma le schéma

Upt1 = Up + W [(1—=0)f(tn, un) + O f (tni1, unt1)] -

Les schémas d’Euler explicite, Euler implicite et Cranck-Nicholson font partie de la famille
des O-schémas, pour § =0, § = 1 et § = 1/2 respectivement.
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3.2.4 Schéma du point milieu

Partant de la relation (3.5 I'utilisation de la méthode du point milieu donne

/tn+1 f(s,u(s))ds ~ hf (tn + g,u(tn + Z)) )
tn

Cependamt, pour construire un schéma a partir de cette relation, il nous faut introduire une
approximation de wu(t, + %), que ’on choisit de prendre ici par le schéma d’Euler explicite :

ultn - 5) = ult) 5 (tn u(tn)) + o(h)

On obtient alors la méthode du point milieu

Schéma du point milieu

up = Mo, N N <310)
Uny1 = Un+hf (tn+ 5 un + 5f(tn, un))

Exemple 3.8. On considére I’équation différentielle u'(t) = Au(t) ou A € My(R). Le schéma
d’Euler explicite donne
Unt1 = (Id + hA)uy,

et le schéma d’Euler implicite

Uny1 = (Id — hA) u,.

Pour le schéma d’Euler implicite, si h est suffisant petit on peut montrer en particuler que la
matrice Id — hA est bien inversible.

3.3 Analyse des schémas numériques explicites & un pas

Dans cette partie, nous nous intéressons & ’analyse des méthodes explicites dites & un pas.
Comme toutes les normes sont équivalentes sur R?%, nous considérons une norme quelquonque
notée || - ||. On donne ci-dessous une définition d’un schéma numérique explicite & un pas.

Définition 3.9. Méthodes a un pas
Une méthode (ou un schéma numeérique) est dite & un pas si elle s’écrit de la fagon suivante :

Ung1 = Up + hP(ty, un, h) (3.11)

avec @ : T x R x R — R? une fonction continue.

Exemple 3.10.

e Pour la méthode d’Euler explicite on a ®(t,u,h) = f(t,u),

e pour la méthode du point milieu on a

O(t,u,h) = f <t—|—}2l,u+gf(t,u)>.

Soient u la solution exacte du probléme de Cauchy et (un)o<n<n la solution approchée
donnée par le schéma explicite & un pas (3.11)), avec N € N. Nous définissons 'erreur de
convergence au temps t,, comme la différence entre les solutions exacte et approchée :

en = u(ty) —un, YneN.
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La notion de convergence d’un schéma numérique est alors donnée par la définition suivante.

Définition 3.11. Convergence d’une schéma numeérique
Un schéma numérique explicite & un pas est dit convergent sur lintervalle I = [T}, Ts] si

lim max |le,| =0,
h—00<n<N

avec h =

To-T
~

En pratique, pour montrer la convergence d’'un schéma numérique on s’intéresse d’abord
a deux notions importante : la consistance qui renseigne sur la cohérence de la discrétisation
et la stabilité qui signifie le contréle de 'accumulation des erreurs.

3.3.1 Consistance et stabilité de schémas numériques a un pas

Définition 3.12. Consistance d’une méthode
On appelle erreur de consistance

M = u(tnt1) — u(tn) — hd(tn, ultn), h)

ou u est la solution exacte du probléme de Cauchy ({3.1)).
Un schéma numérique est alors dit consistant si

N—-1
lim =0.
lim 3™ | = 0
n=0
De plus, il est dit consistant d’ordre k > 1 si

< Cthrl
o2 llmn|l < ;

ou C > 0 est une constante.

Remarque 3.13. Si le schéma est consistant d’ordre k& > 1, il est bien évidement consistant.
On a en effet

N-1
<l < lim N <N i M=o
0% i 2 Il < Jim NV, mae loll <V Jm OAF = 0

Exemple 3.14. Pour le schéma d’Euler explicite, si on suppose f de classe C*([T1, To] xR%; R9)
et globalement lipschitzienne par rapport a sa deuxiéme variable, alors I'unique solution u est
de classe C%([T1, Tz); RY) (d’aprés le Théoréme de Cauchy-Lipschitz), et I'erreur de consistance
s’écrit
N = u(tnt1) — utn) — hf(tn, u(tn))
= u(tni1) — u(tn) — hu'(t,).

Or, en utilisant la formule de Taylor-Lagrange & 'ordre 1 pour u au point ¢,41, on trouve
qu’il existe € €]0, 1] tel que

!/ h2 "
U(tnt1) = u(ty) + hu'(t,) + U (tn, +<h).

L’erreur de consistance s’écrit alors
2

h
M = Eu"(tn +eh) YO<n<N -1,
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FIGURE 3.2 — Représentation géométrique de l'erreur de consistance.

et on a

1
< = Myh? 0 My = "(t)].
pax [lnn|| < 5Mzh7, ot My te[sg?TQ]\u (t)]

Le schéma d’Euler est donc consistant d’ordre 1.

Remarque 3.15. L’erreur de consistance est aussi égale a

I = u(tn-i-l) — U1,

ol Up41 est défini par
{an—f—l = ﬁn + h@(tny a’m h)

Up = u(ty)

Ainsi, 1, mesure I'écart entre la valeur exacte au temps t,41 de la solution de I’équation
différentielle et la valeur approchée donnée aprés un pas du schéma en partant de wu(t,) (cf.
Figure . La consistance donne alors une indication sur la cohérence de ’approximation ®
de la fonction f. Elle signifie en effet que la fonction ®(¢, u(t), h) converge vers f(t, u(t)) quand
le pas h tend vers 0.

Nous pouvons alors établir une condition suffisante sur la fonction ® pour que le schéma

(3.11)) soit consistant.

Théoréme 3.16. Considérons le schéma (3.11)) associé a l’équation différentielle (3.1)). Si,
pour tout x € R et pour tout t € I, la fonction ® € CO(I x R x R;RY) vérifie

O(t,x,0) = f(t,x)
alors le schéma explicite a un pas (3.11)) est consistant.

Démonstration. Posons I = [T1,Tb] et prenons u € C'([Ty, T»]; R?) la solution exacte de
(3.1). Nous pouvons écrire, pour n € {0,..., N — 1} (avec N € N*),

tn+h tn+h
U(tpt1) — ulty) = / u/'(s)ds = / f(s,u(s))ds.
tn tn
Nous en déduisons alors que

M = u(fnjrrlll) —u(tn) — h®(tn, u(tn), h),
_ /t (f(5, u(s)) = ®(bn, ultn), b)) ds.
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Soit € > 0, puisque P est continue au point (t,,u(t,),0) et que P(t,, u(t,),0) = f(tn, u(t,)),
il existe 7 > 0 tel que pour tout h < 7y

1@t lta) h) = f (b ulta))l| < 5.

Par inégalité triangulaire, nous avons alors

tn+h
Ionll < S [ ) = ) s

D’autre part, la fonction s — f(s,u(s)) est continue sur [17, T3], elle est donc uniformément
continue et il existe 2 > 0 tel que pour tout |t —s| < h <7

€

1 (s, u(s)) = f(t,u(®)] < 3-

Ainsi, lorsque h < min(7y, 72), 'erreur de consistance satisfait, pour tout n € {0,..., N — 1},
[nall < h

et on a alors que, pour tout € > 0 et pour tout N € N*,

N-1

> Il < Neh = e(Ty - Th).

n=0
ce qui démontre le résultat (car e est aussi petit qu’on veut). (|

Exemple 3.17. D’aprés ce critére, les -schémas et le schéma du point milieu sont consistants.

Ce critére de consistance donne un information sur la précision d’une étape du schéma
mais il n’assure pas que ’accumulation des erreurs converge lorsque le nombre d’itérations
croit. Pour exprimer cela, nous introduisons la notion de stabilité d’une schéma numérique.

Définition 3.18. Stabilité d’un schéma numérique
Un schéma numérique & un pas est dit stable s’il existe h* > 0 et S > 0 tels que pour
tout 0 < h < h* et toutes suites (un)o<n<n €t (vn)o<n<n définies par

Unp+1 = Up + hq)(tna Un, h),
Unt1 = Up + h®(tp, vpn, h) + €p,
avec (ep)o<n<ny donnée, on a

N-1

Hu” - UTL” < S (HUO - UOH + Z ‘5””> ) Vn € {Oa . 7N}

n=0

De plus, le schéma est dit inconditionnellement stable si h* = oo.

Ainsi, une méthode est stable si 'accumulation de petites perturbations sur les calculs & a
chaque pas de temps (erreurs d’arrondis par exemple) et sur les données initiales méne a une
erreur finale contrélable. Ce critére est absolument nécessaire pour qu’un schéma numérique
soit réaliste. Cependant, en pratique il n’est utilisable que si la constante S n’est pas trop
grande.

Nous disposons d’une condition suffisante pour garantir la stabilité d’un schéma numérique
a un pas.
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Théoréme 3.19. Si la fonction ® est continue et globalement lipschitzienne par rapport o la
deuziéme variable, c’est-a-dire s’il existe L > 0 tel que pour tout (t,h) € [T1,Ts] X R,

19(t,u, h) = (t, v, h)|| < Llju—wv], V¥(u,v)€R! xR’

alors le schéma numérique & un pas est stable, avec la constante de stabilité qui vaut

S = L(2-T1),

Pour démontrer ce résultat, nous aurons besoin du Lemme de Gronwall discret suivant, qui
se montre facilement Nous aurons besoin pour la preuve de ce théoréme du Lemme suivant,
qui se montre facilement par récurrence.

Lemme 3.20. (Gronwall discret) Soient A > 0 et (2,)n>0 vérifiant la relation
Znt1 < (L4+ Nz + Bn VO<n<N-—1.

Alors pour tout 0 <n < N on a

n—1

2y < 6)\”2’0 + Ze)\(n—k—l)ﬁk
k=0

Démonstration Démonstration du Théoréme [3.19.
Solent (un)o<n<n €t (vn)o<n<n définies par

Unt1 = Up + AtD(ty, Up, At)
Vni1 = Un + At (L, v, At) +

On peut écrire

|vnt1 — Unt1l| = ||vn — un + AtD(ty, vy, At) — AtD(ty, un, At) + &, |
< (1 + AtL)|lvn — unll + [l '

En utilisant le Lemme [3:20] on obtient

n—1

n—1
||vn _ un” < eLnAtHUO _ UOH + Z eLAt(nfk:fl)Ek < eL(T2*T1) (HUO — UOH + ng>
k=0 k=0

g

Exemple 3.21. Soit f : [T1,T2] x R? — R? une fonction continue et Lipschitzienne en la
seconde variable, de constante de Lipschitz L > 0. Montrons que le schéma d’Euler explicite

suivant est stable :
Unt1 = Up + Atf(tn, un),
ug = Mo € R,

D’aprés le Théoréme il suffit pour cela de montrer que la fonction

® : [,y xRIXxRT —  RY
(t, u, At) = f(tu)

est continue et Lipschitzienne par rapport a la deuxiéme variable, ce qui est évidemment vrai
ici.
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3.3.2 Convergence de schémas numérique a un pas

A partir des notions de consistance et de stabilité, nous pouvons démontrer la convergence
de la solution numérique vers la solution exacte du probléme (3.1]).

Théoréme 3.22. Si un schéma numérique explicite & un pas est consistant et stable alors
il est convergent. De plus, si le schéma est consistant d’ordre k > 1, alors le schéma est dit
convergent d’ordre k et il existe une constante C' > 0 indépendante de At telle que l'erreur de
convergence vérifie

len|| < CALF.

Démonstration. Le schéma numérique & un pas s’écrit, pour tout 0 <n < N — 1
Unt1 = Up + AP (ty, up, At).
De plus, par définition de I’erreur de consistance, on a, pour tout 0 <n < N —1
U(tns1) = u(tn) + At®(ty,, u(ty), At) + np,.
En définissant alors la suite (vy,)o<p<n par
Vo = UQ, Unt1 = U + Atd(ty, vp, At) + 0y

on a
vy = u(t,) Vne{0,...,N}

et la stabilité de la méthode implique que

N-1
lenll = llvn — unl| <5 (IIUO —ugl + ) ||nn||> :

n=0
N-1
Or, comme la méthode est consistante Z ||| — 0 lorsque N — 400, ce qui prouve la
n=0

convergence de la méthode.
De plus, si le schéma est consistant d’ordre k, il existe une constante C’ > 0 telle que

< C/Atk+1
o2 [lmn|l < ,

et on obtient alors pour ’erreur de convergence

llen]| < SN 0B [l < SC'(Ty — Ty)AtF.

Nous définissons alors C' = SC'(T, —T1) la constante apparaissant dans I’énoncé du théoréme
et la preuve est terminée. O

3.4 Notion de stabilité absolue

Un schéma numérique peut étre stable en théorie, mais inutilisable en pratique & cause
d’une trop grande constante de stabilité qui pourrait entrainer une ezxplosion de la solution
au bout d’un certain temps. Dans cette partie, nous nous intéressons & une étude plus précise
du comportement de la solution en temps long.
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Considérons le cas de référence u/(t) = Au(t), avec A < 0. Le schéma d’Euler explicite
donne
up = (1 4+ AA) uyp,
et le schéma d’Euler implicite
1
T A

Comme A < 0, la solution exacte vérifie
u(t) = eMug — 0 lorsque t — +oo.

Nous nous attendons donc & ce que lirf u, = 0. Pour le schéma d’Euler implicite, cette
n—-+0oo

proprité est bien vérifiée quelque soit At. Par contre, pour le schéma d’Euler explicite, la
condition |AA¢| < 2 doit étre vérifiée. Cela nous ameéne alors & introduire la définition sui-
vante.

Définition 3.23. Un schéma numérique est dit absolument stable si, quand il est appliquée
au probléme de référence

u'(t) = \u(t), A € C avec R(\) <0, (3.12)
il vérifie
Vug € RY, lim |u,|=0.
n—+400

En écrivant le schéma numérique considéré appliqué au probléme de référence (3.12)) sous la
forme
Unt1 = GANA)uy,

on voit que la méthode est absolument stable si et seulement si |G(AA?)| < 1.

Définition 3.24. On appelle région de stabilité absolue le domaine
A={ze€C/|G(2)| < 1}.

Proposition 3.25. Un schéma numérique est inconditionnellement absolument stable si
{zeC,R(z) <0} C A

Pour étudier la stabilité absolue d’un schéma, il faut donc déterminer I’ensemble des valeurs
At pour lesquelles AAt appartient au domaine de stabilité du schéma.

Exemple 3.26. On peut montrer que

e pour le schéma d’Euler implicite le domaine de stabilité absolue est le plan complexe
privé du disque de centre (1,0) et de rayon 1. Le demi-plan complexe formé des des
z € C tel que R(z) < 0 appartient donc au domaine de stabilité. On en déduit que le
schéma d’Euler implicite est inconditionnellement absolument stable.

e pour le schéma d’Euler explicite, le domaine de stabilité est le disque du plan com-
plexe de centre (—1,0) et de rayon 1. Pour A = pe'? le schéma est absolument stable
si At €]0, —2@[. Le schéma d’Euler explicite est donc seulement conditionnement
absolument stable.

e les f-schémas sont inconditionnellement absolument stable si et seulement si 6 € [0.5, 1].
En particulier le schéma de Cranck-Nicholson est inconditionnellement absolument stable.
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3.5 Meéthodes de Runge-Kutta

3.5.1 Construction

Nous avons vu que la méthode d’Euler explicite est consistante d’ordre 1. Dans la pratique,
une méthode d’ordre 1 ou 2 se révéle assez souvent insuffisante, car elle nécessite un pas de
temps trop petit pour atteindre une précision donnée. Il est alors nécessaire d’utiliser une
méthode d’ordre supérieure : les plus courantes sont celles de Runge-Kutta qui reposent sur
des méthodes d’intégration numérique d’ordre supérieur pour approcher le terme

/ F(s,u(s))ds.

Pour cela, on introduit une subdivision de l'intervalle [t,,, t,+1], pour tout n € {0,..., N —1}:
by <tp1 < <tpng <tpy1, avec ty; =t, + Ate;, 0<¢ <1, 1<i<gq (3.13)

et 'utilisation d’une formule de quadrature conduit & une formule du type

/tn+1 f(s,u(s))ds ~ At
ln

> " bif (tn, u(tn,i))] : (3.14)

=1

avec les (b;)o<i<q des coefficients & determiner.
Les méthodes de Runge-Kutta consistent alors & utiliser cette formule de quadrature pour
construire un schéma de la forme

Upt1 = Un + Al

Z bif(tn,ia unyi)] s (315)

=1

les valeurs u, ; étant elles-mémes évaluées a l'aide de formules d’intégration numeérique utili-
sant les mémes points (¢, j)1<j<q

q

Uni = Un + AL | aif (tn, ting) | - (3.16)
=1

Remarque 3.27.

e En prenant ¢ =1, ¢; =0, by = 1 et a11 = 1 on retrouve le schéma d’Euler explicite.

e La formule (3.16) définit des valeurs w,, ; de fagon explicite si la matrice A = (a; j)1<i<q,1<j<q

est strictement triangulaire inférieure, sinon elles sont obtenues de facon implicite.

e Si la formule de quadrature (3.14)) est au moins d’ordre 0, c’est-a-dire exacte pour les
constantes, alors on a les relations

q q
Zbi =1, Zam- = ¢;, pour tout 1 <i < gq. (3.17)
i=1 Jj=1
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3.5.2 Propriétés

Commengons par évoquer la stabilité de ces méthodes.

Théoréme 3.28. Si f est L-lipschiztienne par rapport & sa seconde variable, uniformément
par rapport & la premiére, c’est -a-dire si

V(z,y) e RT xR VE€ [, To),  [|If(t,2) = f(t,y)ll < Lllw -y

alors un schéma de Runge-Kutta définie par les relations (3.13))- (3.15)-(3.16]) appliqué a
I’EDO (3.1)) est stable.

De plus, avec un bon des choix des coefficients, il est possible d’obtenir des méthodes
consistantes d’ordres élevés. On a d’ailleurs le résultat suivant.

Théoréme 3.29. Le schéma de Runge-Kutta définie par les relations (3.13)- (3.15))-(3.16)
est consistant

o d’ordre au moins 1 st et seulement st
q

q
Z bi =1, Zai’j = ¢;, pour tout 1 < i <g, (3.18)
i=1 j=1

o d’ordre au moins 2 si et seulement les conditions (3.18)) sont vérifiés et

! 1
> bje; = 5 (3.19)
j=1
« d’ordre au moins 3 si et seulement les conditions (3.18) et (3.19) sont vérifiés et

q
Zzbiai’jcj = é, (320)

i=1 j=1

o d’ordre au moins 4 si et seulement les conditions (3.18), (3.19) et (3.20) sont vérifiés et

p 4 a4 g
Z ' biai’jcjz - %7 Z a bZ‘CiCLZ’JCj = é, Zzzbiai,jaj,kck = %

=1 j=1 =1 j=1 i=1 j=1 k=1

q

3.5.3 Schémas de RK explicites

On se place maintenant dans le cas d’'une méthode explicite, avec donc une matrice A
strictement triangulaire inférieure. On a alors en particulier

c1 =0, tn1 = tn, Up,1 = Up. (3.21)
La méthode de Runge-Kutta est alors définie par 'algorithme
tna = tn
Up,1 = Up
Pni = f(tn1,Un1)
tni = tn + Atc;

Pour 2<i<gq [|Yni = Un + At Z @i,jPn,j
- 1<j<i
Pni = f(tn,iy Un,z')
tnst = tn + At

Upt1 = Unp + At

q
Z bipn,i] ’

=1
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et on la représente conventionnellement par le tableau, dit de Butcher, suivant :

ca| 0 0o ... 0 0

C2 | G211 0 N 0 0
(3.22)

0 0

Cq | Qg1 Qg2 ... agg-1 O

by by ... bg—1 by

Runge-Kutta 2
Pour ¢ = 2, d’apres (3.17), (3.21) et le Théoréme on doit avoir by + by =1, az; = ¢z et

bacs = 1. Le tableau de Butcher s’écrit donc (en notant a = ¢z € [0, 1])

0

o «o 0
1

2a 2a

e Pour a = % on obtient

Pn1 = f(tmun)

At
tn,2 =ty + 5

At
Up2 = Up + 7;071,1
Pn2 = f(tn,2> un,2)
thy1 =tn + At

 Un+1 = Un + Atpn,%

c’est-a-dire
At At

Uptl = Up + Atf <tn + 77“71 + 2f(tnaun)>

On retrouve le schéma du point milieu!

e Pour a =1 on obtient

Pn1 = f(tmun)
tno = tn + At

Up2 = Up + Alpy 1
P2 = f(tn2,un2)
tngl = tn + At

At
Up+1 = Up + 7 [pn,l +pn,2} 5

c’est-a-dire
At

Up+1 = Up + 7 [f(tna Un) + f(tn+17 Up + Atf(tn’ Un)]

ce qui donne un schéma proche du schéma de Crank-Nicholson mais complétement
explicite.

Runge-Kutta 4
1l s’agit de la méthode de Runge-Kutta "classique", qui est la méthode "reine" des méthodes
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& un pas, utilisée dans de nombreux solveurs d’EDO : elle a un ordre élevé et une grande
stabilité. Le tableau s’écrit

0j0o 0 0 0
13 0 00
500 3 00
2 2 (3.23)
1/0 0 1 0
12 2 1
6 6 6 6

et I’algorithme correspondant est

Pn1 = f(tna Un)
1
tno =ty + §At

1
Up,2 = Up + §Atpn,1

Pn2 = f(tn2,un2)
In3 =1n2

1
Up3 = Up + iAtan
Pn3 = f(tn3, un3)
tna =t + At
Up4 = Up + Atpp 3
Pnyi = f(tna,Una)
tnt1 =1tna

1
Up+1 = Up + gAt [pn,l + 2pn,2 + 2pn,3 + pn,4] .
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