MAIN3 - ANALYSE NUMERIQUE ET EDO POLYTECH SORBONNE

TD2 : POLYNOME DE MEILLEURE APPROXIMATION

Exercice 1.

1. Déterminer, par la méthode des moindres carrés, le polynéme de meilleure approximation de
degré 1 pour les points {(1,2),(2,5),(3,4),(4,7)}.

2. Toujours a l'aide de la méthode des moindres carrés, déterminer le polynéme de meilleure
approximation de degré deux pour la fonction f : 2 € [~1,1] + x#, évaluée aux points {—1,0, 1}.
Que remarque-t-on ?

Exercice 2. Polynémes de Bernstein.

L’objectif de cet exercice est de démontrer une version légérement simplifiée du Théoréme de Weiers-
trass vu en cours, que ’on énonce ici :

Théoréme. Si f est une fonction continue a valeurs réelles sur lintervalle [0,1], alors

lim inf |[|f—g|e =0.
n—00 9Py (R)

On cherche donc a approcher une fonction continue f par un polynéme sur lintervalle [0,1].
Pour n € N fixé et 0 < 5 < n, on définit les polynémes de Bernstein par :

B (z) = (Z) I(1—2)"7, VeeR

1. Montrer que, pour tout € [0, 1], on a
n n
Bj(z) >0, Y Bj(x)=1, Y jBj(x)=nz, Y j(j—1)B}(x)=n(n—1)"
j=0 j=0

2. En déduire 'égalité suivante pour tout x € [0, 1],

n

Z(j — nm)zB]”(:L‘) =nz(l —z).

J=0

3. Soit f € C(]0,1]). On pose, pour tout = € R,

) =2 () Bya

Montrer que, pour tout x € [0, 1],

(2) - Pula) <
j=0

1@ -1 (1) 8o

4. On rappelle que si f est une fonction continue sur [0, 1], alors pour tout £ > 0 il existe 6 > 0
tel que
vx)ye[o’l]a |y7‘7j|<(S = |f(y)*f(l')|<€



(a) Soit € > 0. Déterminer un ensemble A C {0,...,n} tel que

S If@) — (jl) IB2(z) <

JEA

| ™

(b) On note B le complémentaire de A dans {0, ...,n}. Montrer qu'il existe § > 0 tel que

S i@ - £ (L) 1y < Ul

(c) Endéduire que |f(z)—Py(z)| < 5+ ||2J;H6°2° et montrer que la suite (P,) converge uniformément
vers f sur [0, 1].

5. Utiliser les questions précédentes pour démontrer le Théoréme donné dans I’énoncé de I'exercice.

Exercice 3.
Pour n € N on note P,, 'espace vectoriel des fonctions f : R — C polynomiales de degré inférieur ou
égal a n.

1. Soit (E, || - ||) un C-espace vectoriel normé contenant P,. Montrer que pour tout f € E il existe
Pn € Py, tel que

If = pull = min{|[f —qll, q&Pn}.
Un tel polynéme est appelé polynéme de meilleur approximation (PMA) de f dans P, pour la

norme || - ||.
2. Soit
1 si x>0
f($)_{—1 six<0
Quels sont les PMA de f dans P; pour la norme || - [[pe0q—1,1p) 7 Qu'en déduire concernant

I'unicité du PMA en général ?
3. On suppose maintenant que E est un espace muni d’un produit scalaire (, ).

(a) Montrer si p,, est un PMA de f sur le sous-espace vectoriel P,, alors
(f =pPnq) =0 Vg ePp

(b) En déduire que le PMA de f est alors unique .

Remarque : c’est le projeté orthogonal de f sur le sous-espace vectoriel P, !



