MAIN3 - ANALYSE NUMERIQUE ET EDO POLYTECH SORBONNE

TD3 : METHODES DE QUADRATURE ET POLYNOMES ORTHOGONAUX

1 Meéthodes de quadrature de Newton-Cotes et avatars

Exercice 1.

Soient [a,b] un intervalle borné de R et f une fonction de classe C! sur [a,b] et & valeurs dans R. On
cherche & estimer l'erreur de la méthode des rectangles & gauche pour le calcul de 'intégrale

/ab f(z)dx.
b—a

On considére une subdivision réguliére de [a,b], (a;)1<i<n+1, et on note h = *F* le pas de cette
subdivision.

1. Montrer que
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2. Montrer que

/a b )de = (a1 — ai) flar) + / / F(t)dide.
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4. En déduire une estimation de l'erreur de la méthode |E(f)| =

3. Montrer que
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fonction de h, a, b et de My = sup |f'(t)|.
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Exercice 2.

Soient [a, b] un intervalle borné de R et f une fonction de classe C? sur [a,b] et & valeurs dans R. On
cherche a estimer l’erreur de la méthode du point milieu pour le calcul de 'intégrale

/a ’ fa)de.

On considére une subdivision réguliére de [a,b], (a;)1<i<n+1, €t on note h = b*Ta le pas de cette
subdivision.

1. Montrer la formule de Taylor a I'ordre 2 avec reste intégral : pour tout « € [a, b], et tout = € [a, b,
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2. Montrer que
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3. En déduire une estimation de 'erreur

[E(f)] =
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en fonction de h et de My = sup |f”(t)|.
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Exercice 3.
Soit f € C1([0,1]). On considére la formule de quadrature élémentaire :

1
/O f (@) dz ~ w1 f (0) +wsf (0) + wsf' (€)

ou £ €0,1] et wy, wy, ws sont des réels. On pose

1
E(f) = /0 f (@) dz — [wi (0) + waf (0) +wsf' (€)].

1. Déterminer les paramétres &, wi, we, wsg pour que la formule de quadrature soit exacte si f est
un polynéme de degré inférieur ou égal a 3.

2. Les paramétres &, wy, we, w3 étant ainsi fixés, calculer £ (;U — x4) et en déduire l'ordre de la
méthode.

3. A l'aide d’un changement de variable, construire une méthode de quadrature élémentaire sur
un intervalle [a, b].

2 Polynoémes orthogonaux

Exercice 4. Polynémes de Legendre

On se place dans |a, b[=] — 1, 1] et on considére le poids w(x) = 1. On définit, pour n € N les polynémes
de Legendre par
1 d ., 5 n
L) = g 0 f(a? 1))
1. Pour n € N, on pose U, = (;1;27:!1)". Montrer que pour tout k € {0,...,n — 1},

UR (1) =u® 1) =o.

2. Soit f € C*([—1,1]). Montrer, pour tout n € N, que
1 (_l)n 1
/ f@) L) =) / FO) () U () d.
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3. Démontrer que pour tout polynéme p € P*~!

1
/_ p(x)Ly(x)dx =0

1

et en déduire que la famille {Lo, ..., L,} est orthogonale.

4. Déterminer alors I'unique suite de polynémes (py)nen unitaires définis sur [—1, 1], orthogonaux
deux-a-deux pour le produit scalaire associé a la fonction poids w et tels que deg(p,) = n.



Exercice 5. Polynémes de Tchebychev

Pour n > 0 on définit la fonction ¢, sur l'intervalle [—1, 1] par
cos(nt) = ty(cos(t)), pour t € R.

1. Déterminer les expressions de tg, t1, ts.

2. Montrer que la suite de fonctions (t,)n>2 vérifie la relation de récurrence
tnt1 = 2xty(x) — th_1(x).

3. En déduire que, pour n > 1, les fonctions ¢, sont des polyndémes de degré n et de coeflicient
dominant 271

4. Montrer alors que la suite (p,)nen définie par po = 1 et p, = Tb%ltn, pour n > 1, correspond

a l'unique suite de polynémes unitaires définis sur [—1, 1], orthogonaux deux-a-deux pour le

produit scalaire associé au poids w(x) = \/11_7 et tels que deg(pn) = n.

3 Meéthodes de quadrature de Gauss

Exercice 6.

Déterminer le nombre de points nécessaires pour évaluer l'intégrale fol cos(x?)dx avec une précision
de 1078 par la méthode des rectangles & gauche, la méthode du point milieu et la méthode de Gauss
(composée) a trois points.

Exercice 7.
Déterminer une méthode de quadrature de Gauss d’ordre au moins 5 pour approcher 'intégrale suivante

1 2
+ cos(x) p
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Exercice 8.
On considére une méthode de quadrature élémentaire sur [—1, 1] définie par

/_llg(t)dt ~I1(9) =g (:é) +g <\%) :

1. Montrer que la méthode est au moins d’ordre 3. Est-elle d’ordre 3 ou 47

2. On utilise cette formule de quadrature élémentaire pour construire une formule de quadrature
composée sur un intervalle [a,b], avec une subdivision réguliére (a;)1<i<n+1 de [a,b] de pas
h= %. On note a; 1,3 = L;Z“ Montrer que 'on obtient :
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