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Chapitre 1

Prérequis : nombres complexes,
trigonométrie et fonctions usuelles

1.1 Les nombres complexes

Définition 1.1. Un nombre complexe z est un doublet (a,b) de R?, noté z = a + ib, qu’on
identifie au point du plan d’abscisse a et d’ordonnée b. a est la partie réelle du nombre
complexe a + ib, notée Re(z), et b est sa partie imaginaire, notée Im(z). L’ensemble des
nombres complexes est noté C.

Définition 1.2. On peut faire les opérations suivantes sur les nombres complexes :

« Additionner deux nombres complexes :
(a+1ib) + (c+id) = (a+¢) +i(b+ d).
« Multiplier un nombre complexe par un scalaire :

AMa+1ib) = Aa+iXb VA eR.

« Multiplier deux nombres complexes :
(a +ib)(c+ id) = (ac — bd) + i(ad + bc).

Les calculs se font comme dans R, avec la régle cruciale que 2 = —1.

Définition 1.3. On définit le conjugué et le module d’'un nombre complexe.

o Le conjugué de z = a+1ib est Z = a —ib. Géométriquement, c’est la symétrique du point
de coordonnées (a,b) par rapport a ’axe des abscisses.

« Le module de z = a + ib est le nombre positif |z| = va? + b?. Cela correspond a la
distance du point de coordonnées (a, b) a l'origine.

Proposition 1.4 (Inégalité triangulaire). Pour tous z,w € C, on a
|2+ w| < [z] + |w].

Démonstration. Il suffit de calculer |z + w|?. O
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1.2 Polynémes a coefficients complexes

1.2.1 Théoréme fondamental de I’algébre
Un polynoéme de degré n a coefficient complexes est une fonction de la forme
P(X)=ag+a1X +asX?+-- +a,X"
avec ag € C, a1 € C, ..., a, € C et de plus, a, est non nul.

Remarque 1.5. Un polynome & coefficients réels peut étre vu comme un polynoéme & coeffi-
cients complexes.

On a le théoréme fondamental suivant.

Théoréme 1.6. Soit P polynome a coefficients complexes de degré n. Alors il existe r1, ro,
.e.y T M nombres complezes (certains peuvent étre égaux) tels que

PX)=an(X —r))(X —ry) - (X —1p).
C’est la forme scindée du polynome.

Remarque 1.7. Ne pas oublier le facteur a,, devant!

Remarque 1.8. Si le polyndéme est & coefficient réel, les r; sont a priori complexes. Si on
cherche les r; réels, ce n’est pas toujours possible de mettre le polynéme sous forme scindée.

1.2.2 Cas des polyndmes de degré 2 a coefficients réels

On considére le polynéme P(X) = aX? + bX + c avec a, b et c réels. Si le discriminant
“bVA o b=VA g
2a 2a

A = b? — 4ac est positif ou nul, les deux racines du polynoémes sont
deux racines sont confondues si le déterminant est nul. Si A < 0, les racines sont complexes

—b+iv—-A ot —b—iv/—A
2a 2a '

et conjuguée 'une de 'autre. Ce sont

1.2.3 Cas des polyndmes de degré 2 a coefficients complexes

Tout fonctionne pareil quand les coefficients a, b et ¢ sont complexes, sauf que le discrimi-
nant A = b — 4ac est un nombre complexe. Ainsi, il nous faut trouver une « racine carrée »
du discriminant, c’est-a-dire un nombre complexe & tel que 62> = A (notez que si § convient,
—0 convient aussi, il n’y a pas qu’une seule solution). Les racines sont ensuite donnée par les

formules =2t et =29
2a 2a

Remarque 1.9. On retrouve le cas des coefficients réels comme un cas particulier de celui
ci, puisque si A est réel positif, une « racine carrée » est VA, tandis que si A est réel négatif,
une « racine carrée » est iv/—A.

1.2.4 Comment trouver la « racine carrée » d’un nombre complexe ?

Cherchons z = z + iy tel que 22 = 2% — y? + 2ixy = a + ib. En identifiant partie réelle
2_ 2
-y =a
et partie imaginaire on trouve 5 4 b on peut résoudre ce systéme mais il est plus
Ty =
pratique d’utiliser les relations sur les modules |z|? = v/a? + b2 qui donne 22 +y? = Va2 + b2.
On trouve ainsi facilement 22 et y2. On utilise la relation 22y = b pour déterminer ensuite le
signe de y par rapport a celui de = (c’est le méme si b > 0, et 'opposé si b < 0).
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FIGURE 1.1 — Cercle trigonométrique

1.3 Rappel de trigonométrie

1.3.1 le cercle trigonométrique

On considére un cercle de rayon 1, dont le centre est l'origine d’un repére cartésien, noté O.
Sur ce cercle, on considére un point A tel que 'angle orienté entre ’axe des abscisses s et le
vecteur OA est 0 (rappel : cet angle est défini & 27 prés). Alors les coordonnées du point A
sont (cos(6),sin(#)) (voir Figure[L.1). Dessiner un cercle trigonométrique permet, entre autres,
de déterminer les signes de cos(f) et sin(#), les relations dans les triangles rectangles (« sinus
= opposé / hypothénuse ») et d’obtenir la relation fondamentale sin?(6) + cos?(6) = 1.

Grace au cercle trigonométrique, on peut également retrouver les valeurs des cosinus et
des sinus suivantes :

0 ol = [ T [m[ 2 [ _zm[ 3w [ 57w
\?g \4/15 :f 2 31 \/g 2 1
: 1 2 3 3] -1 —
On peut également utiliser le cercle trigonométrique pour retrouver les formules trigonomé-
triques :
cos(—x) = cos(x), sin(—z)= —sin(z), cos(x+ m)= —cos(n),
sin(z + m) = —sin(z), cos(x + 7/2) = —sin(x), sin(z + 7/2) = cos(x),
cos(x —m/2) =sin(x), sin(z —7/2) = — cos(x).

Plus généralemet, on a les identités suivantes.

Proposition 1.10. Soient a et B deux angles,

cos(a + ) = cos(a) cos(B) — sin(a) sin(B),
sin(a + ) = cos(a) sin(B) + sin(a) cos(f).

1.3.2 Les fonctions 6 — sin(f) et 6 — cos(6)

Ces fonctions sont représentées ci-dessous.
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La fonction cosinus
T T

|
-3 pi 2pi 3pil2 -pi  -pi’2 Ob pi2  pi  3pil2 2pi 3 pi

La fonction sinus
1 T T

|
-3 pi 2pi 3pil2 -pi  -pi’2 Ob pi2  pi 3pil2 2pi 3 pi

Ces fonctions sont 27-périodiques, c’est-a-dire que pour tout x, cos(z + 27) = cos(x) et
sin(z + 27) = sin(z). Elles sont continues et dérivables, leurs dérivées sont

cos'(z) = —sin(x) et sin’(x) = cos(x).

On en déduit qu’on peut les dériver autant de fois qu’on veut.

1.3.3 Les fonctions = — Acos(wx + ¢) et x — Asin(wz + @)

Ces fonctions ressemblent beaucoup aux fonctions sinus et cosinus, elles sont juste éti-
rées verticalement et horizontalement et décalée horizontalement. Elles sont représentées ci-
dessous.

La fonction z — A cos(wz + ¢)
\

-pi-a -pi -a Ob pi-a pi 2pi-a2pi  3pi-a3pi

La fonction x — Asin(wz + ¢)

-pi-a -pi -a Ob pi-a pi 2pi-a2pi  3pi-a3pi

Quelle est le maximum et le minimum de ces fonctions 7 On sait que cos et sin
varient entre —1 et 1 donc ces fonctions varient entre —A et A. A est appelé amplitude et
cela représente a quel point le signal est grand.

Quelle est la période de ces fonctions ?

On sait que cos est 2m-périodique. Si A cos(wx + ¢) = A cos(wz’ + ¢), cela signifie donc
que (wz + ) — (wa’ + ) est un multiple de 27, donc que x — 2’ est un multiple de 2‘7”

4
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Réciproquement on vérifie
Acos(w(x + 21 /w) + ¢) = Acos(wzx + 27 + ¢) = Acos(wz + ¢),

la fonction est 2f—périodique. Le paramétre w s’appelle la pulsation : plus w est grand, plus
le signal se répéte souvent (i.e. plus souvent on repasse par le maximum, etc). On parle aussi
de la fréquence f = 5.

Quand la fonction f(z) = Asin(wz + ¢) s’annule t’elle 7 La fonction sin s’annule sur
tout les multiples de w. Donc la fonction f s’annule en tout point x tel que, pour un certain
entier k (positif ou négatif), on a wx + ¢ = km, i.e. pour les x = kﬂw_sp avec k € Z. Notez que
f ne s’annule pas en 0. Le coefficient ¢, appelé déphasage, traduit de combien la courbe est
décalée par rapport a la fonction de référence z — Asin(wzx) (qui a méme pulsation et méme

amplitude).

1.4 Forme trigonométrique d’un nombre complexe, application
a la trigonométrie

1.4.1 Argument et notation exponentielle

Soit @ + b un nombre complexe non nul. On peut mettre le module en facteur devant et

écrire
a a
a+ib—\/a2+62< +1i >
Va2 +b2  a?+ b2
\/a§+b2 +1 \/a§+b2 est de module 1, ce qui signifie que le point du plan
associé, de coordonnées (ﬁ, \/ﬁ), est sur le cercle unité. Cela implique la définition
suivante.

Le nombre complexe

Définition 1.11. Soit z = a+ib (forme algébrique) un nombre complexe. Il existe un unique
0 € [0, 27 tel que

a+ib=+va?+b? < ¢ ¢ ) =V a? + b2(cos(f) + isin(h)).

+1
Va2 + b2 Va2 + b2

C’est la forme trigonométrique de z. 6 est un argument de a + b (tout les 6 + 2k7 sont
également des arguments de a+1ib), et cela représente ’angle entre I’axe des abscisses s et le

vecteur OM (ot M est le point associé & a +4b). Par définition on note e = cos() + i sin(6)
de sorte que z = |z|e?? (forme exponentielle).

Proposition 1.12. L’exponentielle complexe a les mémes propriétés que l’exponentielle réelle :

ei(a—i—b) _ eiaeib e—ieeie -1 (eia)n _ eina
9 ) *
Démonstration. Soit z = cos(f) 4 isin(f) et 2’ = cos(f') + isin(#’). 1 s’agit de voir que

arg(zz') = arg(z) + arg(2’).
22" = (cos(0) + isin(f))(cos(#) + isin(6'))

= (cos(#) cos(8') — sin(0) sin(#')) + i(cos(#) sin(#) + cos(8') sin(F"))
=cos(0 4+ 6') + isin(6 + 0")



CHAPITRE 1 - PREREQUIS : NOMBRES COMPLEXES, TRIGONOMETRIE ET FONCTIONS USUELLES

Remarque 1.13. La forme trigonométrique est trés pratique quand on multiplie les nombres
complexes entre eux. Pour ’addition, il n’y a pas de formule, il vaut mieux repasser par la
forme algébrique.

Remarque 1.14. La propriété précédente est trés pratique pour retrouver les formules de
trigonométrie qu’on a peut-étre oublié. Par exemple (@) = ¢iteib donc

cos(a + b)+isin(a + b) = (cos(a) + isin(a))(cos(b) + isin(b))
= (cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)) + i(cos(a) sin(b) + cos(b) sin(a))

et on retrouve les formules de trigo en identifiant partie réelle et partie imaginaire.

1.4.2 Application a la trigonométrie
Proposition 1.15. On a la formule de Moivre
(cos(#) + isin(#))"™ = cos(nd) + isin(nh)

Démonstration. Voir TD 1. O

Proposition 1.16. On peut exprimer sin() et cos(f) comme une somme d’exponentielles
complexes :
61'9 + e—ié’ 6i9 _ e—i@
cos(l) = ——— et sin(f) = ————
0= 0)= "

1.5 Fonctions usuelles

1.5.1 logarithme et exponentielle

Proposition 1.17. Il existe une unique fonction, notée In :]0, +oo[— R telle que
1
In'(z)== V>0 et In(l)=0.
x

De plus, cette fonction vérifie, pour tout x,y > 0 :
1. In(zy) = In(x) + In(y),
2. In(l) = —In(z),
3. In(z"™) =nln(x) VneN,
4

In est une fonction continue, strictement croissante et définit une bijection de |0, +oo[

sur R,
5. limg_o 2D —
6. la fonction In est concave et In(x) < x — 1 pour tout x > 0.

Remarque 1.18. La fonction In s’appelle logarithme naturel ou logarithme néperien. Elle
est caractérisé par In(e) = 1. On définit également le logarithme en base a, pour a un entier
naturel non nul, par

In(z)

log,(z) = In(a) Va > 0,

de sorte que log,(a) = 1. Pour a = 10, on obtient le logarithme décimal log; 0, qui véri-
fie log; 0(10) = 1. En informatique, on utilise souvent la fonction log,, qui vérifie logy (2™) = n.

Définition 1.19. On peut définir la fonction exponentielle, de R dans |0, +oo[ comme la
bijection réciproque de In :]0, +oo[— R (voir Figure [1.2).
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exp(x)

FIGURE 1.2 — Fonctions logarithme et exponentielle

FI1GURE 1.3 — Fonctions cosinus et arccosinus

1.5.2 Fonctions circulaires inverses

Arccosinus Considérons la fonction cos : R — [—1,1]. Afin d’obtenir une bijection & partir
de cette fonction, il nous faut nous restreindre a l'intervalle [0, 7]. Sur cet intervalle, la fonction
cosinus est continue et strictement décroissante, donc définie bien une bijection. Sa bijection
réciproque est la fonction arccosinus définie par

arccos : [—1,1] — [0, 7],

représentée sur la Figure [I.3]
On a donc, par définition de la bijection réciproque

cos(arccos(z)) =z Vo € [-1,1],

arccos(cos(z)) =z Vz € [0,].

Arcsinus De méme qu’avec la fonction cosinus, on peut définir une bijection avec la fonc-

tion sinus en prenant sa restriction a Iintervalle [—7, §]. Sa bijection réciproque est appelée

arcsinus, définie par
T

arcsin : [—1,1] — [—5, 5

]



CHAPITRE 1 - PREREQUIS : NOMBRES COMPLEXES, TRIGONOMETRIE ET FONCTIONS USUELLES

FIGURE 1.4 — Fonctions sinus et arcsinus
et représentée sur la Figure
On a donc, par définition de la bijection réciproque
sin(arcsin(x)) =2 Vz € [-1,1],

arcsin(sin(x)) = Vz € [—g, g]

Tangente et arctangente La fonction tangente est définie sur R\ {@7 k € Z} par
tan: R\{&V"pez} —» R
sin(x)
x
cos(x)

Sa restriction a |-, 5[ est un bijection dont la bijection réciproque est la fonction arctangente,

définie par

T
2

™
arctan : R —] — 5

[

N[

et représentée sur la Figure [1.5
On a donc, par définition de la bijection réciproque

tan(arctan(z)) =z Vz € R,

i

arctan(tan(z)) =z Vr €] — g,

SE

1.5.3 Fonctions hyperboliques et hyperboliques inverses

Cosinus hyperbolique et son inverse La fonction cosinus hyperbolique, notée cosh ou ch,
est définie de R dans Ry par

cosh: R — R4
. exp(z) + exp(—z) .
2

Sa restriction a l'intervalle [0, +00[ définie une bijection, dont la bijection réciproque est la
fonction cosinus hyperbolique réciproque, appelée aussi argument cosinus hyperbolique, no-
tée arcosh ou argch, définie par

arcosh : [1,400] — [0, +00]
x = In(1+vVa?-1)
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Y Y
| | | |
I I I I L ____m™ | _ o ________
| | | | 2
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| _3m T | | 3w
T2/ T3/ 19 2y
/ T T T T
! ! ! | T arctan(x) z
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
ol _T
| || tan(z) e g oo
| | | |

FIGURE 1.5 — Fonctions tangente et arctangente

arcosh(x)

FIGURE 1.6 — Fonctions cosinus hyperbolique et cosinus hyperbolique réciproque

et représentée sur la Figure [1.6]

Sinus hyperbolique et son inverse La fonction sinus hyperbolique, notée sinh ou sh, est
définie de R dans R par

sinh: R — R
exp(x) — exp(—x) .
2

T >

C’est une fonction continue, dérivable et strictement croissante sur R, c’est donc une bijec-
tion dont la bijection réciproque est la fonction sinus hyperbolique réciproque, appelée aussi
argument sinus hyperbolique, notée arsinh ou argsh, définie par

arsinh: R — R
z = In(l+vVz?2+1)

et représentée sur la Figure
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1|/ arsinh(x)

FIGURE 1.7 — Fonctions sinus hyperbolique et sinus hyperbolique réciproque

Y

s

artanh(z) .

FIGURE 1.8 — Fonctions tangente hyperbolique et tangente hyperbolique réciproque

Tangente hyperbolique et son inverse Par analogie avec la fonction tangente, on définit
la fonction tangente hyperbolique, notée tanh ou th par

tanh: R — ]—1,1]
sinh(x)
cosh(x)
Cette fonction est continue, dérivable, strictement croissante sur R et définie donc un bijection

de R dans | — 1,1[. Sa bijection réciproque est la fonction tangente hyperbolique réciproque,
notée artanh ou argth, définie par

artanh: |—1,1[ — R

. 11 1+x
T —1In
2 1—=x

et représentée sur la Figure [I.§

1.5.4 dérivées de fonctions usuelles

Fonctions usuelles (hors fonctions trigonométriques)

10
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Fonction Dérivée Ensemble de dérivabilité
kEeR 0 R
" VneZ xzeR na 1 Rsin >0,
R*sin < -1
exp(z) zeR exp(z) | R

z* =exp(aln(z)) VaeR VzeRY | az®! |Risia=0oua>1,
RYsia<Ooul<a<l

a® =exp(rIn(a)) Vae Ry VzeR | In(a)a® | R

In(z) VzeR% 1 R%
In|z| VzeR* 1 R*
log,(z) Vae€N* VzeRY wh}(a) R

Fonctions trigonométriques

Fonction Dérivée Ensemble de
dérivabilité
sin(z) VzeR cos(x) R
cos(z) VxeR —sin(z) R
1
2k+1)7 | _ 2k+1)7
tan(z) Vo e R\ {ZTUT ke 7} o~ Lt tan2(z) | R\ {7k e 7}
sinh(z) Vx eR cosh(z) R
cosh(z) VxeR sinh(z) R
1
tanh(z) VzeR ——— =1+tanh®*(z) | R
cosh”(z)

Fonctions trigonométriques réciproques

Fonction ‘ Dérivée ‘ Ensemble de dérivabilité

arcsin(z) Vz € [—1,1] L | —1,1]

arccos(x) VY € [—1,1] —— | —1,1]

V1— 22
-1
VvV1—2x
1

arctan(z) Vr e R T2 R
1
arsinh(z) Vr e R —F= | R
(=) V14 2?
1
arcosh(z) Va € [l,4+00] | —=—=—= | |1, +0o0|

V2 -1
1

artanh(z) Va €]—1,1] | —1,1]

1— 22

Opérations sur les dérivées Soient u et v deux fonctions dérivables sur un domaine D
de R et soit k£ une constante réelle.

11
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Fonction Dérivée | Ensemble de dérivabilité
U+ v u+v | D
ku ku/ D
uv wWv+uw | D

" YneN| ndu! | D

1 -

- — Le sous-ensemble de D sur lequel v ne s’annule pas
v v

u u'v — uv

— > Le sous-ensemble de D sur lequel v ne s’annule pas
v v

Considérons maintenant D, E et F', trois sous-ensemble de R, une fonction u définie de D
dans F et une fonction v définie de E dans F'. On a

(vou) (z) =u'(z)(v ou)(z) = v (z)v'(u(z)) V€ D.

1.6 Rappels sur l'intégration de fonctions réelles

Définition 1.20. Une fonction f : [a,b] — R est dite integrable sur [a,b] si la quan-
tité f; f(x)dx < +o0, i.e. si elle prend un valeur finie.

Pour limiter un peu le propos ici et simplifier un peu les choses, nous ne nous interesserons
qu’a des fonctions continues par morceaux sur un intervalle réel.

Définition 1.21. Une fonction f : [a,b] — R est dite continue par morceaux s’il existe un
entier n et une subdivision de [a,b] en n sous-intervalles ([z;, zi+1])o<i<n telle que
. La restriction de f a chaque intervalle [z;, x;11] est continue
« La fonction f admet une limte a gauche en x; et une limite & droite en ;1 pour tout ¢
dans {0,...,n}.

Remarque 1.22. Les fonctions continues sur un intervalle [a,b] C R & valeurs réelles sont
des fonctions continues par morceaux mais la réciproque est fausse.

L’intérét des fonction continues par morceaux est qu’elles permettent d’avoir un cadre
assez général pour étudier les propriétés de l'intégrale de fonctions réelles.

Théoréme 1.23. Les fonctions continues par morceaux sur un intervalle [a, b] & valeurs réelles
sont intégrables sur [a,b].

Nous rappelons maintenant quelques propriétés et identités remarquables de 'intégrale.

Proposition 1.24 (Relation de Chasles). Soient a < b < ¢ des réels. Si une fonction f est
intégrable sur [a,b] et sur [b,c], alors elle est intégrable sur [a,c] et on a la relation

/abf(a:)dx + /bcf(x)d:z: = /ac f(z)dz.

Proposition 1.25 (Positivité de 'intégrale). Soient deux fonctions f et g intégrables sur un
intervalle réel [a,b]. Si f < g alors f;f(m)d:v < f;g(aj)dx En particulier, si la fonction f est
positive, alors sont intégrale est positive.

Proposition 1.26. Toute combinaison lincaire ou produit de fonction intégrable sur un in-
tervalle [a, b] est une fonction intégrable sur |a,b].
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1.6 - RAPPELS SUR L'INTEGRATION DE FONCTIONS REELLES

Proposition 1.27 (Inégalité triangulaire). Si f est une fonction intégrable sur [a,b] alors |f|
est intégrable sur [a,b] et on a
b
/ f(x)dx
a

Si on connait une primitive de la fonction f que I'on souhaite intégrer, il est facile de
calculer la valeur de son intégrale. Pour trouver une primitive d’une fonction f on peut avoir la
chance de reconnaitre que f est la dérivée d’une fonction bien connue. C’est malheureusement
trés rarement le cas, et on ne connait pas les primitives de la plupart des fonctions. Cependant
nous allons voir deux techniques qui permettent des calculer des intégrales et des primitives :
I'intégration par parties et le changement de variable.

< [ V@i

Théoréme 1.28 (Intégration par partie). Soient u et v deux fonction continues, dérivables
et de dérivées continues sur un intervalle [a,b] de R.

Théoréme 1.29 (Changement de variables). Soit f une fonction intégrable sur un intervalle
réel [a, b] et soit ¢ : [a,b] — R une bijection, continue, dérivable et de dérivée continue sur [a, b].

o(b) b b
x)dx = 2\ (x)dx = o d(x)d (z)dx.
A@ﬂ) AfWDM) lf¢UM)
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Chapitre 2
Algebre linéaire

Dans ce chapitre, on notera K pour désigner R ou C.

2.1 DMatrices et systémes linéaires

Définition 2.1. Soient n et p deux entiers naturels non nuls. Une matrice A de taille n X p
est un tableau rectangulaire & n lignes et p colonnes rempli de coefficients réels ou complexes,

notés (aij)(i,j)e{1,~-~ nrx{l, p}

a1 a2 - aip

asi az -+ agp
A=

anl1 Aan2 - dnp

On note My,;,(K) I'ensemble des matrices de taille n x p & coefficients dans K. On dit que
la matrice est carrée si n = p et on note M, ’ensemble des matrices carrées de taille n a
coeflicients dans K.
Définition 2.2. Soient n € N* et A € M,,(K).
o A est dite triangulaire supérieure si tous ces coefficients sous la diagonale sont nules,
i.e. sia;; =0 dés que ¢ > j.
o A est dite triangulaire inférieure si tous ces coefficients au-dessus de la diagonale sont
nules, i.e. si a;; = 0 dés que @ < j.
« A est dite diagonale si seuls ces coefficients diagonaux sont non nuls, i.e. si a;; = 0
sii# .
« Si A est diagonale est que tous ces coefficients diagonaux valent 1, on dit que A est la
matrice identité et on note A = I,,.
« Si tous les coefficients de A sont nuls, c’est la matrice nulle, notée 0,,.
Définition 2.3. Soit A = (a;;) € M;,(K). On définit la matrice transposée de A, notée AT,
la matrice AT = (a;i) € Mpn(K).
La transposition échange les lignes et les colonnes. On note parfois la transposée de A en
utilisant la notation ®A.

2.1.1 Opérations sur les matrices
On définit d’abbord les opérations d’addition et de multiplication par un scalaire.

Définition 2.4. Soient A = (a;j), B = (bi;) deux matrice de M,,,(K) et A € K un scalaire.
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CHAPITRE 2 - ALGEBRE LINEAIRE

« La matrice C' = A+ B est une matrice de M,,,(K), dont les coefficients (c;;) sont définis
en sommant termes & termes les coefficients de A et B :

cij =a; +b; V1<i<n,Vl<j<p.

« La matrice C = AA est une matrice de My,,(K), dont les coefficients (¢;;) sont définis
en multipliant tous les coefficients de A par A :

cij:)\aij Vlgifn,VlSjSp.

On peut également définir le produit de deux matrices, mais seulement si le nombre de
colonnes de la premiére est égal au nombre de lignes de la seconde.

Définition 2.5. Soient n,p, ¢ trois entiers naturels non nuls et soient A = (a;5) € My,p(K)
et B = (byj) € Mpy(K). La matrice C = AB, issue du produit matriciel de A et B, est la
matrice de My,4(K) dont les coefficients sont définis par :

p
Cij = Zaikbkj V1<i<n,Vl1<j<gq
k=1

Exemple 2.6. Caluler le produit matriciel de

1 2 3
A—(O 1 _1> et B=

Remarque 2.7. Attention a certains piéges!

N — =
OIC)
[

« Le produit de deux matrice A, B n’est pas commutatif, i.e. on n’a pas en général AB =
BA. On pourra s’en convaincre en multipliant les matrices

(vo) = (%)

o L’égalité AB = 0 n’implique pas A = 0 ou B = 0. Essayer avec les matrices

0 -1 2 -3
() w (2

o L’égalité AB = AC n’inplique pas B = C' en général. Essayer avec les matrices

A:<8 31), B:(g 41) et B:(§ Z)
Proposition 2.8. Soient n,p,q et r des entiers naturels non nuls. Considérons les ma-
trices A, A" € My, (K), B, B" € M(K) et C € My (K). On alors les résultats suivants.
« (A+A)B=AB+ A'B et A(B+ B')=AB+ AB'.
o Pour tout A € K, \AB = (AMA)B = A(AB) = A\(AB).
. ABC = (AB)C = A(BC).

« La transposée d’un produit est le produit des transposées (en faisant attention aux di-
mensions des matrices!)
(AB)T = BT AT € M, (K).
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2.1 - MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

Définition 2.9. Soit A € M, (K). On dit que A est inversible s’il existe une matrice B €
M, (K) telle que
AB = BA = 1I,.

La matrice B est appelée inverse de A, notée AL
Théoréme 2.10. Si A € M, (K) est inversible alors son inverse est unique.

Démonstration. Supposons que A posséde deux inverses By et By. On a alors, par définition
de l'inverse, AB1 = I,, = By A et il vient,

By = By(ABy) = (B2A)B; = By.

O
2.1.2 Systémes linéaires
Définition 2.11. Soit n,m deux entiers naturels non nuls.
« Une équation linéaire & n inconnues x1, o, ..., T, est une équation de la forme
a1x1+"'+anxn:b7
ou les coefficients aq, . .., a, sont des éléments de K (i.e. des réels ou des complexes) qui

sont donnés et b € K est le second membre de I’équation, qui est donné également.

o Un systéme de m équations linéaires & n inconnues est un systéme de la forme

ailry +... taipr, =b

a1r1  +... +aon = by
: + +: =:

am1T1 +... Famn =by

ot les coeflicients (a;j)1<i<m,1<j<n €t les seconds membres (b;)1<ij<m sont donnés.

Résoudre un systéme linéaire de m équations a n inconnues, c’est donc donner un n-
uplet (z1,...,2zy,) qui, une fois injecté dans le systéme, vérifie ces m égalités. Par ailleurs, il
n’a y a de raison que la solution soit unique! On parle alors d’ensemble de solutions.

Remarque 2.12. Si on définit la matrice A = (a;j) € My, n(K) et le vecteur b = (b;) € K",
il est aisé de voir que le systéme linéaire est équivalent & ’équation matricielle Ax = b, ou
I'inconnue x est un vecteur de K™.
Par ailleurs, dans le cas ot m = n, on a un systéme carré et une matrice A carrée. Si la
matrice A est inversible, on peut alors écrire z = A7'b et on a tout de suite la solution.
Cela justifiera, dans la suite de ce chapitre, ’étude de I'inversibilité des matrices carrées.

Définition 2.13. On dit que deux systémes linéaires sont équivalents s’ils ont le méme en-
semble de solutions.

Proposition 2.14. Considérons un systéme de m équations a n inconnues et définissons les
opérations élémentaires suivantes :

« Echanger deux lignes (échange),

o Multiplier une ligne par un constante non nulle (homothétie),

o Ajouter a une ligne un multiple d’une autre ligne (substitution).
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CHAPITRE 2 - ALGEBRE LINEAIRE

Alors, en modifiant notre systéme avec un nombre fini d’opérations élémentaires, on obtient
un systeme équivalent.

Remarque 2.15. Si un systéme possédent deux équations qui sont multiple I'une de 'autre,
on peut alors éliminer une des deux équations et obtenir un systéme plus petit, équivalent au
premier.

Exemple 2.16. Résoudre les systémes linéaires suivants.
1+ 229 =1 T+ 210 —x3 =1 r1 =1
{2x1+x2:2 { 2x1 — 310 =4 {2561:4
De fagon générale, on a le résultat suivant.
Théoréme 2.17. Considérons un systémes de m équations a n inconnues, linéairement in-

dépendantes (i.e. aucune équation n’est multiple d’une autre équation du systéme).

« Sim >mn, on na plus d’équations que d’inconnues, le systeme est dit sur-déterminé. Si
le systéme admet une solution, elle est unique.

o« Sim < mn, on n'a plus d’inconnues que d’équations, le systéme est dit sous-déterminé.
Si le systéme admet une solution, elle en admet en fait une infinité.
« Sim =n, le systéme admet une unique solution (et la matrice associée au systéme est

inversible).

Remarque 2.18. En pratique, il est parfois difficile d’identifier les combinasons linéaires a
réaliser pour résoudre un systéme linéaire. La méthode du pivot de Gauss est une méthode de
résolution systématique qui permet de construire un systéme équivalent échelonné, plus facile
a résoudre (voir, par exemple, cette vidéo).

Remarque 2.19. Pour les application en sciences de I'ingénieur, les systémes sont tellement
gros en général, qu'on ne peut les résoudre & la main. Il faut utiliser un ordinateur et des
algorithmes adaptés. En particulier, le calcul de I'inverse d’une matrice, numériquement, n’est
pas conseillé, comme nous le verrons en TP.

2.2 Espace vectoriel

2.2.1 Définition et exemples

Un espace vectoriel est un ensemble formé de vecteurs, de sorte que ’on puisse additionner
(et soustraire) deux vecteurs u,v pour en former un troisiéme u + v (ou u — v) et aussi afin
que 'on puisse multiplier chaque vecteur u d’un facteur A pour obtenir un vecteur Au.
Définition 2.20. Un K-espace vectoriel (abbrévié K-ev) est un ensemble non vide E muni

o d’une loi de composition interne noté "+", ¢’est-a-dire une application de F x E dans F,
qui & deux éléments u et v de E associe I'élément u + v,

« d’une loi de composition externe noté "-", i.e. une application de K x F dans E, qui &
un élement A € K et un élément u € E associe 1'élément lamnda - u = Au,

qui vérifient les propriétés suivantes, pour tous u, v, w dans F et pour tous A, u dans K.
1. u+v=v+4+u
2. (ut+v)+w=u+ (v+w)
3. 1l existe un élement neutre O € E tel que u+ 0g = u
4

. Tout v € F admet un symétrique v’ € F tel que u+ v = 0. Cet élément est noté —u.
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2.2 - ESPACE VECTORIEL

(p-u) = () - u
(u+v)=Au+ v
+

> > =

5
6
7
8. (A

—~

W) u = Au+ pu

Remarque 2.21. Pour préciser les lois de composition utilisées avec un ensemble E donné,
on note parfois par un tripler (E,+,-) 'espace vectoriel considéré.
Exemple 2.22. Exemples d’espaces vectoriels usuels.

« L’ensemble des réels R, muni de ’addition et de la multiplication usuelles des réels, est
un R-espace vectoriel.

« L’ensemble des vecteurs du plan R?, muni de I’addition entre vecteurs et de la mul-
tiplication d’un vecteur par un réel, est un R-espace vectoriel. C’est aussi le cas pour
Iespace R™ avec n € N* quelconque.

« L’espace de vecteurs C" est un K-ev (on peut choisir de prendre les scalaires dans C ou

dans R).

. L’ensemble des matrices M, (K), muni de la loi d’addition des matrices et la multipli-
cation par un scalaire (élément de K) est un K-ev.

« L’ensemble des polynémes a coefficients dans K, noté K[X], muni de addition définie
par (p+ q)(x) = p(z) + q(z) pour tout p,q € K[X] et pour tout = € K, ainsi que de la
multiplication par un scalaire est un K-ev.

« L’ensemble des fonctions définies d’un intervalle [a,b] C R dans R, noté F([a, b]; R), est
un K-ev.

2.2.2 Sous-espace vectoriel

Dans la pratique, afin d’éviter d’avoir huit propriétés a vérifier, on cherchera un espace
vectoriel qui contient ’ensemble étudié et on introduira la notion de sous-espace vectoriel.

Définition 2.23. Soit (E,+,-) un K-espace vectoriel et F' C E. On dit que (F,+,-) est un
sous-espace vectoriel (abbrévié sev) de (E, +, ) si et seulement si
1. F est non vide (typiquement, on vérifiera que Og € F)

2. F est stable par combinaison linéaire, i.e.

Au+pv € F Yu,ve F, Viuek.

Remarque 2.24. Il est facile de vérifier qu’un sev d’'un K-ev, satisfait bien les huit propriétés

énnoncées plus haut et est donc également un K-ev.

Exemple 2.25. Montrer que les espaces ci-dessous sont (ou pas) des sous-espaces vectoriels.
1. O est un sev de E.

2. L’ensemble des fonction réelles continues sur [a,b] C R, noté C°([a,b];R) est un sev
de F([a,b];R).

3. L’ensemble F = {(x1,72) € R?; 29 = 0} est un sev de R2.
4. L’ensemble F = {(z1,72) € R%; 25 = 1} n’est pas un sev de R2.

5. Soit A € Mp,(R). On considére le systéme linéaire AX = 0. L’ensemble des solutions
de ce systéme linéaire est un sev de RP.
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Définition 2.26. Soient U et V deux sev de E. On dit que U et V sont en somme directe
dans E et on note E = U @V si, pour tout z € E, il existe un unique couple (u,v) € U x V
tel que £ = u + v.

Plus généralement, si Uy,...,U, sont n sev de E, on dit qu’ils sont en somme directe
dans E, si pour tout z € F il existe un unique n-uplet (uq,...,u,) € Uy x U, tel que z =
>oi i u;. On note alors E = @, U;.

2.2.3 Famille libre, famille génératrice et base d’un espace vectoriel

Définition 2.27. Soit (u1,...,u,) une famille d’éléments de E. On dit que cette famille est
libre si toute combinaisons linéaire nulle, de la forme

Atul + -+ Apuy =0,

est telle que les coefficients sont tous nuls, i.e.

AM=-=A =0
Définition 2.28. Soient £ un K-ev et (uq,...,uy) une famille d’éléments de E.
« L’espace engendré par cette famille, noté vect(uy, ..., u,), est 'ensemble des combinai-
sons linéaires des vecteurs uq, ..., Uy, i.e.

vect(ug, ..., up) ={u € E;3IN, ..., 0 € Ksu = Ajug + -+ + Aqun )

« On dit que la famille (u1,...,uy) est une famille génératrice de E si tout vecteur de E
est une combinaison linéaire des éléments de cette famille, autrement dit, si

E = vect(uq, ..., up).

Définition 2.29. Soit F un K-espace vectoriel. Une famille (uq, ..., u,) de vecteurs de FE est
une base de E si elle est libre et génératrice.
Exemple 2.30. Déterminer si les familles suivantes sont libres, génératrices ou une base.
1. La famille formée des vecteurs e; = (1 0) et ez = (0 1) dans R2.
2. La famille des monomes {1, X, X2} dans I’espace vectoriel des polynomes a coefficients
réels de degré inférieur a 2, noté Ry X].
3. La famille formée des vecteurs e; = (1 0 0) et e3 = (0 1 0) dans R3.

4. La famille formée des matrices

(o) (¥ 0)

2.2.4 Dimension d’un espace vectoriel

dans M2 (R).

Définition 2.31. Un K-espace vectoriel est dit de dimension finie si il admet une base de
taille finie.

Théoréme 2.32. Toutes les bases d’un espace vectoriel de dimension finie ont le méme
nombre d’éléments.

Définition 2.33. La dimension d’un espace vectoriel de dimension finie F, noté dim E est le
nombre d’éléments d’une base de E. Si une base de E n’a pas un nombre fini d’éléments, on
dit que F est de dimension infinie.
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Exemple 2.34. Déterminer la dimension des espaces vectoriels suivants.
1. Le R-ev R™, pour tout n € N*.

Le R-ev C", pour tout n € N*.

Le C-ev C", pour tout n € N*.

Le R-ev R[X].

Le R-ev M,,(R), pour tout n € N*.

Le R-ev F(R;R) des fonctions réels de R dans R.

U T o

Proposition 2.35. Soit E un espace vectoriel de dimension fnie. On considére une famille
libre F d’éléments de E, G une famille génératrice de E et B une base de E. Par ailleurs,
notons cardF le nombre d’éléments d’une famille quelconque.
Alors, on a toujours
card F < card B =dim F < cardgG.

De plus, si cardF = dim E alors F est une base de E. De méme, si cardG = dim FE
alors G est une base de E.

On peut maintenant faire le lien entre base et somme directe de sous-espace vectoriel,
grice au résultat suivant.

Théoréme 2.36. Soit E un espace vectoriel de dimension finie, n, et (ui,...,uy) une base de
E. Alors les sous-espace engendré par les éléments de la base sont en sommes directes dans E,
1.€.

n
E @ vect(u;).
i=1

Remarque 2.37. Les notions de base et de sommes directes de sev seront particuliérement
importantes pour 1’étude de la diagonalisation des matrices.

2.3 Applications linéaires

Nous allons maintenant nous intéresser aux applications entre sev qui conservent ’addition
et la multiplication par un scalaire.

Définition 2.38 (Application linéaire). Soient E et F' deux K-espaces vectoriels et f une
fonction définie de E dans F. Alors f est linéaire si

fAz 4+ py) = Af(z) +pfly) Ve,ye B, vipek

Exemple 2.39. Montrer que les fonctions ci-dessous sont linéaires.

. f:(z,y) eR2>az+ycR.

2. f:x€Rw (2z,—x) € R2

3. f:peR[X]— p(0)eR.

4. f:feC%0,1;R) v [ f(x)dz € R.
Définition 2.40 (de L£(E; F)). L’ensemble de toutes les applications linéaires de £ dans F
est noté L(F; F); c’est un sous-epaces vectoriel de I'ensemble de applications de E dans F.

Si E = F, on note simplement cet ensemble £(E) et on dit que les éléments de L(E) sont des
endomorphismes.
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Démonstration. On a, par définition, que L(E; F) C F(E; F), ’ensemble des applications
de F dans F', qui est un K-espace-vectoriel (admis). Par ailleurs, la fonction nulle appartient
a L(E;F) et pour tout A\, u € K et pour tout u,v € L(E; F). Montrons alors que ’applica-
tion Au + pv est linéaire.

Soient z,y € F et o, € K, on a

(A + ) (e + By) = Aulax + By) + pv(az + By) = a(hu(z) + po()) + BOuly) + po(y)).

Donc cette application est bien linéaire, ce qui signifie que L(E; F') est bien un sev de F(E; F).
U

Remarque 2.41. Ce résultat implique en particuler que toute combinaison linéaire d’appli-
cations linéaires de F dans F' est une application linéaire sur les mémes espaces.

Rappelons maintenant quelques points de vocabulaire.

Définition 2.42 (Injectivité). Une application f définie sur une ensemble X et a valeurs dans
un ensemble Y est dite injective si deux éléments disjoints de X ont des images disjointes par f,
i.e.

v#y = flx) # fy),

ou encore, par contraposition,

f@)=fly) = z=y.

Définition 2.43 (Surjectivité). Une application f définie sur une ensemble X et & valeurs
dans un ensemble Y est dite surjective si tout élément de Y est I'image d’au moins un élément
de X par f, i.e.

VyeY, dxe€FE suchthat y= f(x).

Définition 2.44 (Bijectivité). Une application f définie sur une ensemble X et a valeurs
dans un ensemble Y est dite bijective si elle est a la fois injective et surjective. Dans ce cas,
elle admet une application réciproque notée

Ly - X
telle que
veeX, [TNf(z) =z et VyeY f(f ' (y) =y

Maintenant, appliquées aux applications linéaire sur des espaces vectoriels, on a le résultat
suivant.

Théoréme 2.45. Si f est une application linéaire bijective de E dans F', alors l’application
réciproque f~1 est une application linéaire bijective de F dans E

La composition d’application linéaire est aussi une application linéaire, comme le montre
le résultat suivant.

Proposition 2.46. Si f : E — F est linéaire et si g : F' — G est linéaire alors go f : B — G
est linéaire.

Démonstration. Pour tout =,y € E et pour tout A, u € K, on a, en utilisant la linéarité
de f et de g,

go fOx + py) = g(fOx + py)) = g0 f(z) + nf(y))
= Ag(f(z)) + png(f(y)) = Ago f(z) + pgo f(y).

O
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2.3.1 Image, noyau et rang d’une application linéaire

Définition 2.47. Soient E et F' deux espaces vectoriels et soit f € L(E; F).

« On appelle noyau de f ’ensemble
ket f = {a € B; f(z) = 0} = £ ({05}).
« On appelle image de f I’ensemble
imf = f(E)={y € F;3z€E, f(z) =y}
Une propriété importante au vu de ce cours sur les espaces vectoriels est la suivante.

Proposition 2.48. Le noyau de f est un sev de E et l'image de [ est un sev de F'.

Ces notions de noyau et d’image d’une application linéaire nous permettent alors de ca-
ractériser les propriétés d’injectivité et de surjectivité de ces applications, via le théoréme
suivant.

Théoréme 2.49. Soientt E et F' deuz espaces vectoriels et f € L(E; F).
o [ estinjective < ker f = {0g}.
o f est surjective & imf = F.

Démonstration. La deuxiéme proposition est une simple reformulation de la définition de
la surjectivité.

Concernant la premiére proposition, supposons que f est injective et supposons par ’ab-
surde qu’il existe z € F, non nul, tel que f(x) = Op. Par ailleurs, comme f est linéaire, on
sait déja que f(0g) = Op. Maintenant, comme f est injective, on a

f(z) = f(0g) = Op ==,

ce qui ameéne & une contradiction. Donc ker f = {0g}.

Réciproquement, supposons que ker f = {Og} et considérons deux vecteurs 1, zo € E qui
ont la méme image par f, i.e. tels que f(x1) = f(x2). Par linéarité de f, il vient que f(z1 —
x9) = O et donc que x; — x9 € ker f, c’est-a-dire 1 = 2 et on en déduit que f est injective.

O

On va maintenant étudier 'action des applications linéaires sur les bases d’espaces vecto-
riels. Tout d’abord une premiére définition.

Définition 2.50. Soit f € L(FE; F). On définit le rang de f par la dimension de son image,
c’est-a-dire,

rang f = dimim f.
Proposition 2.51. Soient E un K-ev de dimension finie, (u1,...,u,) une base de E et f €
L(E; F) ou F est un K-ev. Alors, la famille des (f(u1),. .., f(uy)) est une famille génératrice
de im f, i.e.

im f = vect(f(u1),..., f(un))
etrangf <n=dim#F.

Les dimensions du noyau de I'image d’une application linéaire entre deux espaces vecto-
riels, nous donne aussi des informations sur les propriétés d’injectivité et de surjectivité de
I’application.
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Théoréme 2.52. Soient E et F deux K-ev de dimensions finies et soit f € L(E; F).
1. rang f < min(dim F, dim F)
2. L’application f est surjective si et seulement si rang f = dim F
3. L’application f est injective si et seulement si rang f = dim F

4. L’application f est bijective si et seulement si rang f = dim F = dim F
On déduit alors des résultats précédent le corollaire suivant.

Corollaire 2.53. Si f € L(E; F) est bijective, l'image d’une base est une base.

On en arrive finalement a un des résultats les plus importants de l'algébre linéaire : le
Théoréme du rang.

Théoréme 2.54 (du Rang). Soient E et F' deux K-espaces vectoriels (de dimensions finies
ou infinies) et soit f € L(E; F) une application linéaire. Alors

rang f + dimker f = dim F.

En effet, ce théoréme est trés utile car il permet, en étudiant le noyau d’une application
linéaire (ce qui est plus facile que d’étudier son image en générale), de déterminer le rang de
I’application et ainsi d’étudier ses propriétés d’injectivité et de surjectivité.

2.4 Matrice d’une application linéaire

2.4.1 Définitions et propriétés

Dans cette section, nous considérons deux K-espaces vectoriel E et F' de dimensions fi-
nies : dim £ = p et dim F' = n. On considére de plus une base Br = (e1,...,€p) de E et une
base Br = (f1,..., fn) de F.

Définition 2.55. Soit f € L(E; F'). On appelle matrice associée a l’application linéaire f par
rapport auz bases By et By la matrice Matg, 5, (f) dont les colonnes sont les coordonnées
des vecteurs (f(e;))i<j<n exprimées dans la base Bp. Plus précisément,

fler) - fleg) - fle)

f1 an ay; aip

Matlg B f :
poRred: ( ) /1 ail aij azp
I an1 ce anj T Gnp

o, pour 1 <i <netl<j<p,les coefficients a;; sont les coordonnées du vecteur f(e;)
exprimées dans la base B, i.e.

fles) =" aijfi-
=1

Remarque 2.56. On voit bien dans la définition précédente que la matrice d’une application
linéaire dépend des base Bg et Bp choisies.

Exemple 2.57. Quelques exemples de constructions de matrice d’une application linéaire.
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1. Soit f : (x,y) € R? = z +y € R. Si on considére les bases canoniques de R et
de R?, Bg = (1) et Brz = ((1,0);(0,1)), on obtient la matrice de M o(R) suivante

Ma‘tBRQ,BR(f) = (1 1) .

Si on considére une autre base de R?, par exemple B, = ((1,1); (1,—1)),ona f(1,1) = 2
R

et f(1,—1) = 0 et la matrice dans cette base s’écrit alors

(2 0).

2. Soit f: (z,y) € R? — (z+y,y — 2x) € R% Si on considére la base canonique de R?, on
obtient la matrice

MatBR2,3R2 (f) = (_12 1) .

Si on considére une autre base de R? (pour I'espace E uniquement), par exemple Bﬁp =
((1,2);(1,-1)), on a f(1,2) = (3,0) et f(1,—1) = (0,—3) et on obtient la matrice

3 0
Matg, 5., (f) = (0 _3) -

Une remarque en passant : on a trouvé une base de E pour laquelle la matrice associée
a notre application linéaire est diagonale.

Proposition 2.58. Soient f € L(E;F) et x € E dont les coordonnées dans la base By sont
regroupées dans le vecteur X = (x1,...,2p) € RP. On a alors que les coordonnées du vec-

teur f(x) € F dans la base Bp sont données par les coordonnées du vecteur Matg, p.(f)X €
R™.

Démonstration. Pour 1 <i<n, on a

p
(AX)Z = Z al-jxj.

j=1
Or,
p p n n P
f(z) = ijf(ej) = Zfﬂj Zaijfi = Z Ji Zaij$ja
J=1 j=1 =1 i=1 =1
ce qui implique le résultat souhaité. O

Ainsi, on a une bijection entre I’application linéaire f sur des ev de dimensions finies et
sa représentation sous forme de matrice. Pour étudier f, nous pouvons étudier sa matrice
associée et wvice versa.

Théoréme 2.59. L’application qui o une application f € L(E;F) associe la matrice de
Uapplication f par rapport a des bases Bg et Br, i.e. application

L(E;F) — M (K)
f = MatB};,BF(f)

est une bijection
Voyons maintenant quelques propriétés des matrices associées a des applications linéaires.

Proposition 2.60. Soit f,g € L(E;F) et A € K. Notons M la matrice associée a f par
rapport o des bases Bg et Bp et N la matrice associée a g dans ces mémes bases. Alors, la
matrice associée a l'application linéaire A\f + g dans ces mémes bases est A\M + N.
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Proposition 2.61. Soient trois espaces vectoriels de dimensions finies E, F et G, munis de
bases B, Br et Bg. Soient f € L(E; F) et g € L(F;G), dont les matrices associées dans les
bases correspondantes sont notées M et N, réciproquement. Alors, la matrice associée a ’ap-
plication linéaire go f € L(E;G), par rapport auzx bases By et Bg est la matrice produit N M ,

Il est également possible de caractériser la bijectivité d’une application linéaire par 1’in-
versibilité de sa matrice associée.

Proposition 2.62. Supposons que dim E = dim F'. Une application linéaire f € L(E; F) est
bijective si et seulement si sa matrice associée A (par rapport a des bases quelconques de E
et F) est inversible. Dans ce cas, la matrice associée & l'application linéaire f~' dans les
mémes bases est la matrice A™1.

Pour faire le lien avec le Théoréme [2.52] on peut également définir le rang d’une matrice.

Définition 2.63. Soit A € M,, ,(K). Notons (C;)1<i<p 'ensemble des vecteurs colonnes de A.
Alors, le rang d’une matrice est défini par la dimension de I’espace vectoriel engendré par les
vecteurs (C;), i.e.

rang A = dimvect(C1, ..., Cp).

Proposition 2.64. Si A est une matrice associée 4 une application linéaire f alors
rang A = rang f.

On en déduit alors facilement une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice
soit inversible.

Théoréme 2.65. Une matrice A € M, (K) est inversible si et seulement si rang A = n.

2.4.2 Matrice de changement de base

On a vu que la définition d’une matrice associée & une application linéaire dépend du choix
des bases. Considérons deux bases de E, notées Bg et Bj. On peut construire une matrice
dite de passage qui permet de relier les coordonnées d'un vecteur dans By a celles dans BY,.

Définition 2.66. La matrice de passage de Br & B, noté Py, BE est la matrice carrée

rime

dont les colonnes sont les vecteurs de B, exprimés dans la base Bg.

Exemple 2.67. Dans R? si on considére les bases B = ((1,0); (0,1)) et B’ = ((1,1); (1, -1)),
la matrice de passage de B a B’ s’ecrit

1 1

1 -1

Proposition 2.68. Soient Pg ' la matrice de passage entre deuz bases de E, B etB', etx € E
un vecteur de coordonées X dans la base B et de coordonnées X' dans la base B, alors on a

X = PgpX'.

Proposition 2.69. Une matrice de passage entre deux bases B et B' est inversible et son
inverse est donnée par
Py = P .

Les matrices de passage sont aussi utiles pour obtenir les formules de changement de base
d’une application linéaire.
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Théoréme 2.70. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimensions finies. Soient Bg
et By, deux bases de E, B et By deuz bases de F. Soit encore f une application linéaire de E
dans F. On note A la matrice associées & f dans les bases By et Br et on note B la matrice
de f dans les bases Bp et By. On note également P la matrice de passage de Bg & By, et Q
la matrice de passage de Bp a Bp. Alors, on a les relations suivantes

A=QBP ! et B=Q 'AP.

2.5 Déterminant d’une matrice

2.5.1 Deéfinitions et propriétés

Le déterminant d’une matrice est une application notée det définie sur I’ensemble des
matrices carrées de taille n € N*, M,,(K), a valeurs dans K. La définition formelle du déter-
minant est assez abstraite et peu utilisable en pratique, c¢’est pourquoi nous allons en donner
une définition par récurrence, sur la taille de la matrice.

Avant cela, introduisons la notations suivante.

Notation 2.71. Soit A € M, (K), on note, pour tout 7,5 € {1,...,n}, 4;; la sous-matrice
de A a laquelle il a été enlevée la iéme ligne et la jéme colonne.

2 3
2 3 4 5
5 6], A2,1=< >, A1,3=< >
3 9 8 9 7 8
Définition 2.73. Soit A = (a;j)1<ij<n € Mn(K), ot n € N*. Le determinant de A, noté det A
est défini par récurrence de la fagon suivante :

Exemple 2.72.

A=

~ =

o Sin =1, la matrice A est identifié & un scalaire réel ou complexe et le determinant de A
est identifié au module (ou & la valeur absolue) de son unique coefficient, det A = |a;1|.

o Sin =2, le déterminant de A est défini par

a1l a2

det A = = a11ag2 — a21a12.

az1
« Sin > 2, le déterminant de A est défini pour n’importe quel i € {1,...,n}, par
det A = (—1)"a;; det A1+ (—1)i+2ai2 det Ajo + -+ (—1)""ay, det A,
ou, de fagon équivalente, pour n’importe quel j € {1,...,n}, par
det A = (—1)j+1a1j det Ay ; + (—1)j+2a2j det Ay j + -+ (—1)j+"anj det Ay, ;.

Pour la premiére formule, on parle de développement par rapport a la ligne i et pour la
deuxiéme formule on parle de développement par rapport a la colonne j.

Exemple 2.74. Reprenons la matrice de 'exemple précédent et appliquons lui un dévelop-
pement par rapport & la premiére colonne :

5 6
8 9

2 3

—(_1)2
=(—1)"x1x g 9

2 1

1
4
- 5 6

oo Ot N
O Oy W

’+C&fx4x

’+@4fx7x

=5x9—-8x6—-42x9—-8x3)+7(2x6—5x3)
=-3+24-21=0.
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Maintenant, quelques propriétés du déterminant.

Proposition 2.75. Soit A, B € M,,(K).
o det A =det AT,
o det(l,) =1.
« Si A est une matrice diagonale alors det A =II7"_;a;;.
« Si A est une matrice triangulaire alors det A =117 aj;.
o det(A+ B) # det A+ det B en général.
o Soit A € K, det(AA) = A" det A.
o det(AB) = det Adet B.
« A est inversible si et seulement si det A # 0. Dans ce cas det A=t = (det A)~L.
. Soit P € M,,(K) une matrice inversible, alors det P"'AP = det A.

2.5.2 Regles de calcul

Voici quelques régles de calculs facilitant le calcul du déterminant d’une matrice.

Proposition 2.76. Soit A € M, (K), on peut effectuer des opérations sur les lignes et les
colonnes de A, avec les régles de calcul suivantes.

o Si une ligne ou une colonne de A est nulle, alors det A = 0.

o Si une ligne (resp. une colonne) de A est une combinaison linéraire des autres lignes
(resp. colonnes) alors det A = 0.

« Si B est la matrice obtenue en multipliant une ligne (ou une colonne) de A par un
scalaire A € K, alors det B = Adet A.

Ainsi, combinées aux formules de développement par rapport & une ligne ou une colonne,
ces régles de calcul permettent de simplifier le calcul du déterminant d’une matrice.

Exemple 2.77. Reprenons la matrice des exemples précédent et effectuons des opérations
sur ces colonnes avant de développer par rapport a la premiére ligne. Plus précisémment, on
va retrancher deux fois la premiére colonne & la deuxiéme colonne et trois fois la premiére
colonne & la troisiéme colonne.

12 3 1 0 0 s g
456 =4 -3 —6| = ’_6 _12‘ = (=3) x (=12) — (=6) x (=6) = 0.
789 7 -6 —12

2.5.3 Applications

En plus d’étre un critére pour savoir si une matrice est inversible, le déterminant peut étre
utilisé pour calculer 'inverse d’'une matrice ou pour résoudre des systémes linéaires.

Définition 2.78. Soit A € M,,(K). On appelle comatrice de A et on note com A la matrice
de M,,(K) définie par
(COHl A)” == (—1)Z+] det Ai,j7

ot on rappelle que A; ; est la matrice obtenue en supprimant la zéme ligne et la jéme colonne

de A.

Ainsi, on peut utiliser cette notion de comatrice pour calculer I'inverse d’une matrice.
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Proposition 2.79. Soit A € M,,(K) une matrice inversible, alors
11
~ det A

Enfin, si on revient & la résolution de systéme linéaire, on a le résultat suivant.

(com A)T.

Proposition 2.80. Considérons un systéme linéaire de n équations & m inconnues, écrit
sous sa forme matricielle AX =Y ou A = (a;j) € Mp(K) et Y = (y;) € K" sont donnés
et X = (x;) € K" est a déterminer. Alors, ce systéme admet une unique solution si et
seulement st det A # 0 et, dans ce cas, la solution peut étre déterminée en utilisant les formules
dites de Cramer :

a1l v Gli—1 Y1 G141 - Qlp
det S
n1 *** Angi—1 Yn GOpi+l - Qnn .
x; = Vie{l,...,n}.
det A

2.6 Valeurs propres et vecteurs propres

2.6.1 Deéfinition et exemples

Soient E un K-espace vectoriel de dimension n € N*, f € L(E) et A € M, (K) la matrice
associée a f dans une base quelconque de E.

Définition 2.81. On dit que A € K est une valeur propre de f si et seulement si ker(f—Aid) #
{0}.
On appelle vecteur propre de f associé a la valeur propre A, tout vecteur x € E non nul
tel que
f(z) = Ax.

Enfin, on appelle espace propre associé a A, ’ensemble
E\(f) ={z € E; f(x) = Az} = ker(f — Aid).
De plus, 'espace propre E)\(f) est un sous-espace vectoriel de E.

Gréace a la représentation d’une application linéaire en tant que matrice, on obtient la
caractérisation suivante des valeurs propres d’une application linéaire, plus facile & utiliser en
pratique.

Proposition 2.82. Un scalaire A € K est une valeur propre de f si et seulement si det(A —
M) = 0. On dit que \ est une valeur propre de la matrice A.

Par ailleurs, si on définit le polynéme P4 (X) = det(A — X 1,,), appelé polynéme caracté-
ristique de A on peut récrire le résultat précédent sous la forme suivante.

Proposition 2.83. Un scalaire A € K est une valeur propre de A si et seulement si ¢’est une
racine du polynome Pa(X) = det(A — X1,,) de degré n.

On est ainsi ramené pour la recherche des valeurs propres d’une matrice & un probléme
classique des mathématiques, d’'une importance historique majeure, trouver les racines d’un
polynéme de degré n (comme vu au premier chapitre).

Remarque 2.84. Comme vu prédémment, la matrice A associée & une application linéaire f
dépend de la base considérée. Par contre son polynéme caractéristique P4 sera toujours
le méme. Cela est lié au fait que, pour toute matrice de changement de base P, on a
det P~'AP = det A.
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Comme un tel polynéme a au plus n racines, on peut tout de suite en déduire le corollaire
suivant.

Corollaire 2.85.
« Toute matrice de M, (K) admet au plus n valeurs propres.

o Si K =C, toute matrice admet au moins une valeur propre.

Exemple 2.86. Considérons la matrice

Son polynéme caractéristique est donné par
Py X)=X%+1

et admet les racines {7, —i}. Ainsi on a trouvé les valeurs propres de A : \y =i et Ao = —i.
Pour déterminer les vecteurs propres, on doit résoudre les systéme

AXl = )\1X1 et AX2 = )\QXQ
dont les solutions sont les vecteurs
X1 € By, = {(z,y) € C*y = iz}
Xy € By, = {(z,y) € C*;z = iy}.
En particulier, on peut choisir X; = (1,4) et Xy = (7, 1).
On remarquera que les deux sous-espace propres sont des C-ev de dimension 1.
2.6.2 Diagonalisation de matrice

Définition 2.87. Suivant que 'on considére I'application linéaire f ou sa matrice associée A
dans une base (e;)1<n, on a les définition suivantes :

« On dit que f est diagonalisable s'il existe une base de E, (f;)1<i<n €t des scalaires (X)1<n
tels que

f(fz) =Nfi Vie {1, e ,n}.

« On dit que A est diagonalisable §’il existe une matrice diagonale D € M,,(K) et une
matrice inversible P € M,,(K) telles que A = PDP~L.

Remarque 2.88. La matrice P de la définition précédente est la matrice de passage de la
base (e;) a la base (f;).

Un critére nécéssaire et suffisant de diagonalisation d’une matrice est alors le suivant.

Théoréme 2.89. Une matrice A est diagonalisable si et seulement s’il existe une base de
constituée de ses wvecteurs propres, c’est-a-dire si et seulement si E/ est somme directe des
sous-espaces propres de A.

En terme de polynéme caractéristique, cela se traduit alors de la maniére suivante.

Théoréme 2.90. Une matrice A est diagonalisable si et seulement si

1. son polynome caractéristique Py est scindé sur K, i.e.
PA(X) =CII[_{ (X — \)™,

ot r est le nombre de racines de Py et les (m;)1<i<r sont leurs multiplicités respectives,
et
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2. pour toute valeur propre \; on a m; = dim E), .
Une condition suffisante (mais pas nécessaire), bien utile en pratique est alors la suivante.

Corollaire 2.91. Soit A une matrice. Si son polyndme caractéristique est scindé a racines
simples alors la matrice est diagonalisable.

Exemple 2.92. Reprenons 'exemple de la matrice précédente. Son polyndéme caractéris-
tique Pa(X) = X2 + 1 n’est pas scindé sur R mais I'est sur C. Par ailleurs, nous avons les
multiplicités m; = my = 1 = dimE), = dim E),. On en déduit que la matrice n’est pas
diagonalisable dans R mais elle ’est dans C'. 1l reste a déterminer la matrice P. Comme nous
l’avons vu, c’est la matrice de passage de la base dans laquelle la matrice A est ecrite (ici la
base canonique) dans la base des vecteurs propres de A. On a donc

P: <1 Z) et Pil == ( QZ' 1 )
i1 ~3 2

et on peut écrire la diagonalisation de A comme

(i 0N
aer(y )

NI

2.6.3 Applications

Systémes linéaires Considérons un systéme linéaire écrit sous forme matricielle AX =Y
avec A € M, (K) et Y € K" donnés et X € K" a déterminer.

Si A est diagonalisable, il existe D € M, (K) diagonale et P € M, (K) inversible telles
que A = PDP~'. En multipliant le systéme par P~! a gauche on obtient alors

P 'pppP~'Xx = pDP'X = P~ ly.

Posons maintenant Z = P~1X et V = P~'Y, on se retrouve avec le systéme diagonale DZ =
V' qui est directement inversible :
Z =DV,

oi D! est la matrice diagonale dont le iéme coefficient diagonal vaut di_il. Finalement, on
obtient
X =PZ

Puissance de matrice Soit A € M, K une matrice diagonalisable, alors

A

2 1 1 2 p—1 A3

A“=PDP "PDP " =PD*P™, ou D=
)\2

n

Par récurrence immédiate on obtien alors que A™ = PD™P~! pour tout m € N.

Exponentielle de matrice Soit z € C, on rappelle que ’on définit I’exponentielle complexe

comme
Zk
eXp 2 = 1 + E E
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De méme pour une matrice carré¢ A € M,,(K), on définit 'exponentielle d’une matrice comme

Ak

expA=1,+ Y4

k>1

en supposant bien entendu que cette suite converge.

Si A est une matrice diagonale, la matrice exp A est une matrice diagonale dont les entrées
sont I'exponentielle des coefficients de A : (exp A);; = exp(as;).

Si A est diagonalisable, il existe une matrice diagonale D € M,,(K) et une matrice inver-
sible P € M,,(K) telles que A = PDP~! et on peut montrer que

1 1
exp A = exp(PDP™1) = In+PDP_1+§PDP_1PDP_1+- . ~+EPDP‘1 ...PDP7' = Pexp(D)P L.
Systémes différentiels Voir Chapitre 3.

Méthode de Hiickel Meéthode de calcul des orbitales moléculaire d’hydrocarbures purs
(voir TD2).
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Chapitre 3

Equations différentielles ordinaires

3.1 Motivation

Pourquoi s’intéresser a I’étude des équations différentielles ordinaires ? Prenons ’exemple
de la chimie cinétique. Considérons une réaction chimique de la forme

aA+bB — cC +dD.

D’une part, les coefficients stoechiométriques de 1’équation relient les vitesses de réaction de
chacune des espéces,

_1dl4] _ 1d[B] _1d[C] _ 1d[D]

adt b dt cdt ddt’

D’autre part, on peut écrire la vitesse de réaction s’écrit en fonction des concentrations des
réactions sous la forme

v = k[A"[B]",

ou k (la constante de vitesse) et m et n (les ordres de réactions des réactifs A et B) sont
& déterminer, le plus souvent expérimentalement. On obtient alors le systéme d’équations
différentielles suivant

dlA] _ S
= —alamBP,
dB] _ p—
= = —blAI"B)".

L’étude des équations différentielles ordinaires permet alors de prédire ’évolution des espéces
chimiques, de déterminer les états d’équilibre du systémes, d’optimiser la production d’un
composer chimique, de prédire la corrosion de matériaux, etc.

3.2 Définitions

Une équation différentielle ordinaire (EDO) est une équation dont I'inconnue est une fonc-
tion, notée y, et qui dépend des dérivées de y. On se restreindra ici & des fonctions définie de
sur un intervalle réel I C R & valeurs dans K.

Exemple 3.1.

J(5) =yx) VreR
Y (r) =1+exp(x) VreR
"(x) = cos(z) Vz€eR.
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Définition 3.2. Définissons les notions d’équation différentielle, de systéme différentiel et de
solution.

« Une équation différentielle d’ordre n € N* est une équation de la forme
F(x,y,y,....y") =0 (3.1)

oll I est une fonction de n + 2 variables.

« Une solution d’une telle équation sur un intervalle I € R est une fonction y : I — R qui
est n fois drivable et qui véfifie 'équation (3.1)).

« Un systéme différentiel d’ordre n est un ensemble de p € N* équations différentielles de
la forme

Fl(x7y17yiv"’7y§n)7'”7yp7y;7"'7y;()n)) =0

(3.2)

(n)

Fp(aj?ypvy}/))"'a D 7"'7yp7y;)7"') [()n)) = 0
ol les F; sont des fonctions de n + 2 variables.

o Une solution d’un tel systéme sur un intervalle I € R est une famille de p fonctions y; :
I — R qui sont n fois dérivables et qui vérifient le systéme différentiel ((3.2).
3.3 Equations différentielles d’ordre 1 a variables séparées

Une équation différentielle & variables séparées est une équation du type :

ou f, g sont deux fonctions réelles. Une telle équation se résout par la recherche de primitives
des fonctions f et g. En effet, si F' est une primitive de f et G est une primitive de g, on a

G'(x) =g(x) et (F(y()) =y (x)F (y(x)) =y f(y(z)).

Ainsi, I’équation différentielle devient

ce qui équivaut a 'égalité entre fonctions F(y(x)) = G(z) + ¢, ¢ € R une constante.

Exemple 3.3. Résoudre les équations & variables séparées suivantes.
1. 2/(t) = 2z(t),
2. x?%y(x) = exp(—y(z)).

3.4 Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 1

Soit I un intervalle de R. On se donne trois fonctions w,v,w : I — K et on souhaite
étudier, dans cette section, les équations de la forme

uw(z)y () +v(x)y(z) = w(x) Vrel.
C’est la forme générale d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1.

Notation 3.4. Un point de vocabulaire.

« Sile second membre w est nul, on dit que ’équation différentielle est homogéne.
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« Lorsque la fonction u ne s’annule pas, on peut récrire ’'EDO sous la forme

Y (2) + a(x)y(z) = b(x)
ou a(z) = v(z)/u(x) et b(x) = w(x)/u(z). On dit alors que 'équation est résolue en y'.
On a alors le résultat suivant pour une EDO homogeéne et résolue en y'.

Théoréme 3.5. Considérons I’EDO homogéne et résolue en y'
y'(z) +al@)y(x) =0 zel,

et notons A une primitive de la fonction a sur Uintervalle I. Alors, cette EDO admet pour
solutions l’ensemble
Sph={y:ze€l—kexp(—Ax));k € K}.
De plus, Sy, est un sous-epsace vectoriel de F(I;K) de dimension 1.
Par ailleurs, soit (xo,yo) € I x K il existe une unique solution telle que y(xo) = yo. On
appelle ce couple (xg,yo) une condition initiale pour I’EDO considérée.

Démonstration. On vérifie facilement que y(z) = kexp(—A(z)) est solution, pour tout k €
K. Cela implique que vect(y : © € I — kexp(—A(z))) ={y: 2z € I - kexp(—A(z));k €
K} C 8.

Réciproquement, soit y € Sp,. On définit la fonction z sur I par z(x) = y(z)exp(A(z)) et
par dérivation on obtient que

' (x) = y'(x) exp(A(2)) + a(x)y(z) exp(A(z)) = (¥'(z) + a(x)y(z)) exp(A(z)).

Or, y est solution de 'EDO donc ¢'(z) + a(x)y(z) = 0 et on en déduit que la fonction z
est constante : il existe k € K tel que z(x) = k pour tout x de I. Ainsi, on obtient y(z) =
z(x)exp(—A(x)) = kexp(—A(x)), ce qui signifie que Sy, C vect(y : © € I — kexp(—A(x))).
On en conclut que S, = vect(y : © € I — kexp(—A(z))) qui est un sev de F(I;K) de
dimesion 1 par définition.
Parmi les solutions de Sy, déterminons celles qui vérifient la condition initiale y(xg) = yo.

y(zo) = yo < kexp(—A(xo)) = yo < k = yoexp(A(zo)),
ce qui détermine bien une unique solution. O

Dans le cas général d’'une EDO avec second membre, on applique alors le principe de
superposition.

Théoréme 3.6. Considérons ’équation

y'(z) +ay(z) =b(z) zel, (E)
ainst que ’équation homogéne associée
v () +ay(x) =0 x€l. (ER)

Si yp est une solution particuliére de alors l’ensemble des solutions de (E|) s’écrit
S={y: I =>Ky=yp+ynyn€ S}
ou Sp, est l'ensemble des solutions de (Ep)).
Par ailleurs, soit (xo,y0) € I x K, il existe une unique solution y de telle que y(xo) =
Yo-
La recherche d’une solution générale revient donc a la recherche d’une solution parti-
culiére, aprés avoir étudié les solutions de I’équation homogéne associée. Parfois, cela se fait

en remarquant une solution évidente. Si ce n’est pas le cas, on peut utiliser la méthode de
variation de la constante.
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Méthode de variation de la constante Soit y; une solution non nulle de I’équation homo-
géne. La méthode de variation de la constante consiste & rechercher une solution particuliére
sous la forme yp,(z) = yp(2)z(z). En tant que solution, y, vérifie alors

Yp(x) + a(2)yp(z) = yp,(2)2(2) + ya(2)2' (2) + a(z)yn(2)z(2) = b2).
Or, comme yp, est solution de ’équation homogéne, on obtient ’équation suivante sur z
yn(@) (z) = b(z),
qui permet de déterminer z et donc la solution particuliere y,,.

Exemple 3.7. Résoudre les EDO suivantes.
1. ¢ (z)+y(z) =exp(z) + 1 sur R
2. (22 4+ 1)y (z) + day(x) = exp(—z) sur I C R contenant 0

On s’intéresse & nouveau a une équation différentielle (£) non résolue en 3’ de la forme
/
u-y +v-y=w,
< ) 2 . PN .

ou u s’annule sur I. Les seuls résultats qui restent valables sont ceux de la premiére section.
En pratique :
1. Résoudre (&) sur les sous-intervalles de I définis par les zéros de u (zéros exclus) sur

lesquels u ne s’annule pas.

2. Les restrictions a ces sous-intervalles d’une éventuelle solution sur I sont des solutions.

3. On étudie donc la possibilité de raccorder les solutions "partielles" pour former de
solutions sur 1.

Etudions quelques exemples :

Exemple 3.8. Résoudre sur R I'équation (€) 2%y —y = 0.

Sur R% ou R*, (&) est équivalente & y = x~2y. Les solutions sont alors générées par la
fonction
r €R* —wexp(—1/x) € R.

Une éventuelle solution y sur R vérifie :

y(x) = Crexp (—%) , x<0,
y(z) = Coexp (1), x>0, (3.3)
y(0) =0, d’apres ().

Réciproquement, si nous définissons y par les formules données en ([3.3)), alors y sera solution
sur R si et seulement si y est dérivable en 0 car les autres conditions seront vérifiées par
construction.

Puisque lim,_,o- exp (
Ainsi, il reste :

1) = 400, la continuité & gauche de y en x = 0 exige C1 = 0.

y(z) =0, x<0,
{y(x) =Cexp(—2), x>0, (3.4)

Cette fonction est dérivable en 0 pour toute constante C. En effet, si x > 0,

i X0 =8O oo (0)

z—0t x z—0t x

=0.

Remarquons cependendant que pour une condition initiale 39 non nulle, il ne passe aucune
solution y telle que y(xg) = yo si o < 0. De méme, en xy = 0, il existe une infinité de solutions
qui prennent la valeur 0 = yq.
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Exemple 3.9. Résoudre sur R 1'équation (€) 23y’ + 2y = 0.

Sur R% ou R*, (€) est équivalente a y' = —2x73y. Les solutions sont alors générées par
la fonction

x € R* — exp (1/2°%) € R.

Une éventuelle solution y sur R vérifie :

y(l’) = Cl eXp (;12) y T < 07
y(z) = Crexp (), x>0, (3.5)
y(0) =0, d’apreés ().

Réciproquement, si nous définissons y par les formules données en , alors y sera solution
sur R si et seulement si y est dérivable en 0 car les autres conditions seront vérifiées par
construction.

Puisque lim,_,g exp (x%) = 400, la seule solution possible est la fonction nulle.

Enfin nous faisons quelques mises en garde concernant les équations différentielles d’ordre
1 non linéaires ou le Théoréme [3.6] n’est plus forcément valable : I'unicité des solutions n’est
plus vraie comme en témoigne ’exemple suivant.

Exemple 3.10. Soit 'équation (£) / = |y|'/? avec pour condition initiale 4(0) = 0.
Alors la fonction nulle est solution mais ce n’est pas la seule. En fait, il en existe une

infinité satisfaisant la méme condition initiale : soient —oco < t1 < 0 < ty; alors la fonction

y(t) =0, t1 <t<ty, (3.6)

est solution de (&).

3.5 Systémes d’EDO linéaires d’ordre 1 & coefficients constants
Soit n € N*. On s’intéresse dans cette section & la résolution de systémes linéaires du type
Y'(z) = AY (z) + B(z) z €1, (&)

ou A € M, (K) est une matrice carrée de taille n a coefficients constants et B : I — K" est
une fonction & valeurs vectorielles continue sur .

Comme dans la section précédente, commencons par étudier le cas ol le second membre
est nul.

Théoréme 3.11. Soit A € M, (K). Les solutions de l’équation homogéne (€]
Y'(z) =AY (z) x€el, (&n)

sont données par
Y(z) =exp(zA)K, K eK".

En particulier, la solution de associée a la condition initiale (zo,Yp) € I x K™ est unique.
Par ailleurs, U'ensemble des solutions Sy, est un sev de F(I;K™) de dimension n.
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Remarque 3.12. On rappelle que la matrice exp(A), pour toute matrice A € M,,(K) est la
matrice définie par

A? Aj
exp(a:A) :In‘i‘A‘l‘ﬁﬁ—:Z?,
Jj=0
comme vu au chapitre précédent.

Par ailleurs, notons les régles de calcul suivantes concernant les exponentielles de matrice.

Proposition 3.13. Soient A, B, P € M, (K), on a les propriétés suivantes.
1. Si A et B commutent, alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).
2. La matrice exp(A) est inversible d’inverse exp(—A).

3. Si P est inversible, alors exp(PAP™!) = Pexp(A)P~L.

Un cas particulier qui nous intéresse particuliérement est celui ol la matrice A du systéme
est diagonalisable.

Théoréme 3.14. Soit A € M, (K) une matrice a coefficients constants diagonalisable, no-

tons Ai,..., \n ses valeurs propres (non nécessairement distinctes) et vy,...,v, une base de
vecteurs propres associés.
Notons
i+ R — K"
fi . (3.7)
x = exp(Nx)y;
Alors, la famille de fonctions (fi,...,fn) est une base de l’espace vectoriel des solution de
l’équation homogeéne .
En particulier, si Yy € K" se décompose dans la base (vi,...,v,) sous la forme Yy =

Z;‘l:o yiv; alors la solution de telle que Y (0) =Yy s’écrit
Y(z)= Zyifi(l‘)-
j=1

Remarque 3.15. Dans le cas ou A est diagonalisable, il n’est donc pas nécessaire de cal-
culer exp(A). Dans le cas contraire, on pourra d’abbord vérifier si A est nilpotente (si il
existe p € N* tel que AP = 0), auquel exp(A) ne contiendra qu'un nombre fini de termes.
Dans le cas général on pourra utiliser la décomposition de Dunford, qui stipule que toute
matrice dont le polynéme caractéristique est scindé (ce qui est toujours vrai sur C) peut étre
décomposée en la somme d’une matrice diagonalible et d’une matrice nilpotente A = D + N,
qui est une décomposition unique.

Exemple 3.16. On souhaite résoudre le systéme différentiel

Y/(t) = <_01 ;) Y(6) teR, Y(0)=0g.

Pour cela, on calcule ’exponentielle de la matrice A en remarquant que A — Iy =: N vérifie
N? = 0. Ainsi,
. (11—t ¢
exp(tA) = exp(tly +tN) = exp(tlz) -exp(tN) =e€" - ([a +tN) =e¢ to144)

Intéressons nous maintenant au probéme non homogéne. Comme dans le cas d’'une EDO
scalaire, on peut utiliser la méthode de la variation de la constante.
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Méthode de variation de la constante Si aucune solution évidente n’apparait, on peut
utiliser la méthode de la variation des constantes. Dans le cas ol la solution de 1’équation
homogene Y'(t) = AY (t) est exprimée avec l'exponentielle de matrice, on cherche une solution
particuliére sous la forme

Yp(z) = exp(zA)V (z),

ou V: I — K" est la fonction & trouver. Alors
Y () — AY () = exp(eA) V'(z)

et il suffit donc de choisir V telle que exp(zA)V'(t) = B(z), soit par exemple, si ty € I,

V(z) = /x exp(—uA) B(u)du.

to

On obtient alors le théoréme suivant :

Théoréme 3.17. L’ensemble des solutions de ’équation
Y'(z) = AY (z) + B(z) (&)

est

S = {Y(:c) =exp (zA) Yy + /Ol“ exp ((x —u) A) B(u)du, Yy € K"} .
En particulier, la solution de ’équation (£) telle que Y (0) = Yy est
Y(z) =exp(zA) Yy + /0m exp ((x —u) A) B(u)du.
On peut aussi utiliser la méthode de variation des constantes & partir d’une base de

solutions de ’équation homogéne. Soit fi, ..., f, une base de solutions de I’équation homogéne
Y'(z) = AY (x). On cherche alors une solution sous la forme

() = iui<x>f¢<x>.
On obtient alors 7
Vi) - AYy(a) = éumm(m) + iui(x)f{(x) - Aizi;w)fi(x)
_ iuz<x>fi<x>.

Pour que Y, soit une solution de (£), il faut et il suffit donc que Y ", pi(t) fi(t) = B(t), soit

Ft)X(t) = B(t), avec F(t)=(fi(t),-...fn(t)), X(t) = (ui(t))1<i<n-

On aboutit alors & un systéme de taille n x n, qui posséde une unique solution car la matrice
F(t) est inversible (ses vecteurs colonnes forment une famille libre).

Proposition 3.18. L’ensemble des solutions de I’équation
Y'(t) = AY (t) + B(t) (&)
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est
{Y(t) = Z <yi +/0 wi(s)ds) fi®), (Wi)i<i<n € K", }
ot pour tout t € R, X (t) = (z;(t))1<i<n est la solution du systéme
F(t)X(t) = B(t), avec F(t) = (f1(t),..., fn(t)).

En particulier, si Yy se décompose dans la base {f1(0),..., fn(0)} de K™ comme combinaison
linéaire Yo =Y, 4 fi(0), alors la solution de Uéquation (£) telle que Y (0) =Yy est

Y(t) = f: <y¢ + /Ot x,;(s)ds) £i(t).

i=1

Exemple 3.19. On souhaite résoudre ’équation différentielle suivante :

V() = (_01 ;) V() + <?> L teR, Y(0) = Oe.

=A

On détermine d’abord les solutions de I’équation homogeéne associée en calculant I’expo-
nentielle de la matrice A en remarquant que A — I, =: N vérifie N2 = 0. Ainsi,

exp(tA) = exp(tly + tN) = exp(tly) - exp(tN) = e - (I; + tN) = €' (1__; 1 i t> .

On utilise le Théoréme pour trouver une solution particuliére. On anticipe sur le fait
qu’ici, on ne cherche que la solution s’annulant en ¢ = 0. Il s’agit donc de

Y(t) = /0 t elt=9)4 (S) ds
o ol e [WE
- [ () e

On calcule séparément les intégrales fg se %ds et fg s?e~% ds pour trouver finalement :

(et —2)+t+2
Y(t)_< et —1)+1 )

3.6 EDO linéaires scalaires d’ordre n a coefficients constants

Dans cette section, on s’intéresse a la résolution d’équation différentielles ordinaires linéaire
scalaires d’ordre n, de la forme

y(”) (x) + an,ly(”_l)(x) + -+ ary (x) +agy(x) = b(z) Vo el,

L’idée principale est de définir les vecteurs
Y ()= (y(t),y'#),. ...y (), B(t)=(0,...,0,b(t)
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et la matrice

0 1 0 0
A= 0
0 1

_a/o _al o« .. ) _a’nfl

et d’étudier le systeme d’EDO d’ordre 1, défini par
Y'(t) = AY (t) + B(t),

en utilisant les outils de la section précédente.

3.7 Approximation numérique

Soit d € N*, I = [0,T] un intervalle de R et f : I x R — R? une fonction continue.
On s’intéresse au probléme de Cauchy suivant : trouver une fonction y définie sur [0, 7] et &
valeurs dans R? telle que

‘(1) flty(t), tel,
{y<t10) ek (38)

La donnée yq est appelée condition initiale du probléme et on peut montrer que ce probléme
admet une unique solution, sous certaines conditions de régularité sur la fonction f.

Théoréme 3.20. Soient I un intervalle de R et f : I xR* — R® une application globalement
lipschitizienne par rapport a la deuxiéme variable, 1.e.

3L>07 Vt€I7 V(:c,y) eRdXRd Hf(tvm)_f(tvy)u SLHx_yH (39)

(pour une norme quelconque de R?, toutes les normes sur R étant équivalentes). Alors pour
toute condition initiale yo € R, il existe une unique solution w définie sur I et de classe C!

au probléeme de Cauchy (3.8)).
Si, de plus, f est de classe C"(I x R4 RY) avec 1 > 1, alors u est de classe C"TH(I;R?).

Remarque 3.21. Ce résultat nous promet donc l'existence et 'unicité d’une solution a ce
probléme de Cauchy, sous hypothése sur la fonction f, mais ne donne pas de fagon d’obtenir
la solution analytiquement. D’ot 'intérét d’approcher la solution & 'aide d’un ordinateur.

Afin d’approcher la solution du ce probléme de Cauchy, nous introduisons une discrétisa-
tion de lintervalle [0, 7] en N € N sous-intervalles ([tn, tn+1]),eq0,. N tels que

O=to<thi < ---<tny=T

et 'objectif est alors de construire une suite (y,)o<n<n, telle que, pour tout n € {0,..., N},
I’élément y,, soit une bonne approxzimation de y(t,). Cette suite est définie par récurrence et
la donnée de la formule de récurrence de v, 41 en fonction des (yx)o<k<n+1 est appelée schéma
numerique.

Dans toute la suite, nous faisons I’hypothése que la subdivision [0, T] est réguliére et nous

notons h le pas de discrétisation : h = %

Définition 3.22. Définissons ici les notions de schémas explicites et implicites.
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o Un schéma numérique est dit ezplicite si l'expression de u,41 dépend uniquement
des (ug)o<k<n (et ne dépend pas de up+1). Au contraire, si I'obtention de w4 dé-
pend de la résolution d’une équation (possiblement non-linéaire) le schéma numérique
est dit implicite.

« Un schéma numeérique est dit & un pas si I'expression de u,4+1 ne dépend que de u, (et
potentiellement de w41 s'il est implicite). S’il dépend également des (ug)o<k<n—1 (€t
potentiellement des (uy)g>n+1 si le schéma est implicite) le schéma est dit multi-pas.

3.7.1 Le schéma d’Euler explicite

Nous allons construire notre premier schéma numerique. Pour simplifier, considérons que
I’EDO a résoudre est une équation scalaire d’ordre 1. Pour cela, il faut construire une suite
(Yn)o<n<n qui va approcher la solution eracte y aux temps (t,)o<n<n. Une facon de faire est
d’utiliser la formule de Taylor-Young. Supposons que la solution exacte y est de classe C*(1; R?)
(i.e. continue, dérivable et de dérivée continue sur I), pour tout ¢ € I et pour tout h > 0, on
a

y(t+h) = y(t) + hy/ (1) + o(h).

Or, comme y est solution de 'EDO, on obtient
y(t+h) = y(t) = hf(t,y(t)) + o(h).

En appliquant cette formule aux temps (¢, )o<n<n, on obtient alors une formule de récurrence :

y(t1) = y(to + h) = y(to) + hf(to,y(to)) + o(h),

y(tn) = y(tn—l + h) = y(tn) + hf(tnv y(tn)) + O(h)
On choisit alors d’approcher les valeurs de y aux temps (t,)o<n<n par la suite définie par
Yo €ER et ypr1=yn+hf(tn,yn) VO<n<N-—1.

C’est cette formule de récurrence que 'on appelle schéma d’Euler explicite.
Dans le cas dans systéme d’EDO d’ordre 1, le schéma s’écrit exactement de la méme
maniére.

Exemple 3.23. Ecrire le schéma d’Euler explicite pour le systéme d’EDO

a'(t) = (t) — 2y(t) + exp(t),
y'(t) = 3z(t) + y(t) + exp(2t).

3.7.2 Le schéma d’Euler implicite

Comme précedemment, supposons que la solution du probléme de Cauchy y est de classe
CH(I;R) et appliquons la formule de Taylor-Young & y(¢) au lieu de y(t + h), on obtient, en
utilisant 'EDO,

y(t) =y(t+h—h) =yt +h)—hy'(t+h)+o(h) =yt +h) — hf(t+h,y(t+h))+ o(h).
En appliquant cette formule aux temps (¢, )o<n<n, on obtient les relations :

y(t1) + hf(t1,y(t1)) = y(to) + o(h),

Y(tn) + hf (b y(tn)) = y(tns) + o(h),
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qui ne sont plus des formules explicites mais des équations a résoudre pour déterminer les
valeurs de y(t,) en fonction de y(t,—1).

On choisit alors d’approcher les valeurs de y aux temps (f,)o<n<n par la suite définie, de
fagon implicite, par

Yo ER et ynp1 +hf(tnt1,Un-1) =yn VO<n <N -1
C’est cette formule de récurrence que 'on appelle schéma d’Euler implicite.

Exemple 3.24. Considérons 'EDO linéaire et scalaire y/'(t) = 3y(t) + cos(t) sur [0, 7] munie
d’une condition initiale y(0) = yp € R. On définit la fonction f par

f [0,7] xR - R
(t,y) — 3y + cos(t)
Soient N € N et h = %, on définit une discrétisation (t,)o<n<n de [0,7] de pas h, et on
construit la suite (yn)o<n<n telle que

Yo € Ra
y1 + h(3y1 + cos(t1)) = yo = (14 3h)y1 = yo + cos(t1),
y2 + h(3ya + cos(te)) =y1 = (1 + 3h)ys — y1 = cos(t2),

Yn + h(Byn + cos(tn)) = yn—1 = (1 + 3h)yn — Yn—1 = cos(ty).

Or, ce systéme est équivalent au systéme matricielle suivant

L43h 0 0 o0 " o -+ cos(ty)
-1 143n . : Yo cos(t2)
0 : : = :
: . _ _ 0 Yn—1 cos(tp—1)
0 .. —1 143h Yn cos(tn)

3.7.3 Erreur de convergence d’un schéma numérique

La question que I’on souhaite se poser dans cette section est la suivante : quelle est 'erreur
que 'on commet lorsqu’on approche la solution exacte y par sa solution approchée (y,)o<<n
et comment cette erreur dépend de N ou du pas h?

Définition 3.25. Soient y la solution d’'une EDO d’ordre 1 sur un intervalle [0, 7] et (yn)o<n<n
sa solution approchée aux temps (t,)o<n<n, une discrétisation réguliére de [0, 7] de pas h.

« L’erreur de convergence au temps t,, est définie comme la différence entre les solutions
exacte et approchée :
en = [ly(tn) —ynl, VneN.

« Un schéma numérique est dit convergent si

li =0
Jim, max lenll =0,

o Un schéma numérique est dit convergent d’ordre k € N* si il existe une constante C' > 0,
indépendante du pas de discrétisation h telle que

len| < CRF.

Théoréme 3.26. Les schémas d’Euler explicite et d’Euler implicite sont convergents d’ordre
1.
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CHAPITRE 3 - EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES

Comment déterminer 'ordre de convergence d’un schéma en pratique? D’aprés
la définition ci-dessus, on voit que, si I’ordre de convergence est k, alors

len < CR".
Prenons le logarithmique de cette inégalité, on obtient
log([lenl|) < klog(h) 4 log(C).

On remarque alors que, si on trace le logarithme de ’erreur de convergence en fonction du
logarithme du pas h, cette erreur doit se comporter au pire comme une droite dont ’ordonnée &
Porigine est log(C') et dont la pente est exactement 'ordre de convergence k. Cette propriété
nous donne alors une méthode pour identifier numériquement 1'ordre de convergence d’un
schéma. Cela est utile en particulier pour vérifier que le schéma numérique est bien implémenté
et que la résolution numérique est valide!
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