OUTILS MATHEMATIQUES POUR LES MATERIAUX MTX3 - POLYTECH SORBONNE

TD 2 : ALGEBRE LINEAIRE

Exercice 1.

Résoudre les systémes suivants.

+ 0 ty+20=5 31—y +2 v 22 =0
x —Z = €T Tr = xTr — zZ=a
Y Y Y 3y + 243t =0
z—y=0 r—y—z=1 —x+2y—3z2=2»5
r+y+z+t=0
r+4y+2=0 r+z2=3 r+2y+z=c

2 —y+2z—1t=0

Exercice 2.
Déterminer lesquels des ensembles Fy, Es, E3 et E4 sont des sous-espaces vectoriels de R3.

E1 = {(a:,y,z) € IR3|3$_7y = Z} E2 = {(.%',y,Z) € R3‘$2 _Zz = 0}
E3 :{(JI,y,Z) €R3|$+y—2’:$—|—y+220} Ey = {(.T,y,Z) ER3‘Z(.’IZ2+y2) :0}

Exercice 3.

Déterminer si les applications suivantes sont linéaires. Pour les applications linéaires, déterminer leur
noyau et leur image. En déduire si les applications linéaires sont injectives, surjectives ou bijectives et
déterminer leurs matrices associées dans les bases canoniques des espaces vectoriels considérés.

for(zy) eRP»a+y fii(zy) eR? = 2z +y,2—y)
foi(z,y,2) ER3 = (ay,2,y)  f3:(2,9,2) ERP = 20 +y+ 2,y — 2,2 +Y)
fi B (5,00 —Ty.aty)  fs e RelX] e (P(-1), P(0), P(1))

Exercice 4.
1. Montrer que les vecteurs v; = (0,1,1), vo = (1,0,1) et v3 = (1,1,0) forment une base de R3.
Trouver les composantes du vecteur w = (1,1, 1) dans cette base (vy,v2,v3).

2. Montrer que les vecteurs vy = (1,1,1), vo = (—1,1,0) et v3 = (1,0, —1) forment une base de R3.
Trouver les composantes du vecteur e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) et w = (1,2,—-3)
dans cette base (v, v2,v3).

3. Dans R3, donner un exemple de famille libre qui n’est pas génératrice.

4. Dans R3, donner un exemple de famille génératrice qui n’est pas libre.

Exercice 5.
Considérons la matrice de M, (R), n € N* suivante,

o0 .- 0 1

1 0

A= :
01 0

10 - 0



Déterminer 'application linéaire f dont A est la matrice associée par rapport a la base canonique
de R™ et calculer AP pour p € N

Exercice 6.

Calculer les déterminants des matrices suivantes.

71 1 0 6 1 0 2 1 0 -1
(—8 4> 3 4 15 3 4 5 2 3 5
5 6 21 5 6 7 4 1 3
01 2 3 0110 1 2 1 2
1 2 30 1 0 01 1 31 3
2 3 01 1 1 01 2 1 0 6
3 01 2 1 110 1 1 1 7
Exercice 7.
Calculer, si elle existe, la matrice inverse des matrices suivantes.
1 2 1 1 a a2 0 111
a b _ 1 011
1 2 -1 a 1 a|(aeC)
(Cd> 2 -2 -1 a? a1 P
1 110
Exercice 8.
Considérons les matrice
1 2 2 300 3 1 0
A=12 1 2 B=|8 4 0 C=1-4 -1 0
2 2 1 5 0 1 4 8 =2

1. Montrer que A est diagonalisable et calculer A™ pour tout n € N.
2. Montrer que B est diagonalisable et trouver X € M3(R) telle que X2 = B.
3. Vérifier que C n’est pas diagonalisable.

Exercice 9. La méthode de Hiickel

La méthode de Hiickel ou méthode d’orbitales moléculaires de Hiickel (HMO pour Hiickel molecular
orbital method), proposée par Erich Hiickel en 1930, permet de déterminer les énergies des orbitales
moléculaires des électrons 7 dans les systémes d’hydrocarbures conjugués, comme 1’éthyléne, le benzéne
ou encore le buta-1,3-diéne. En pratique, pour un hydrocarbure pur composé de n > 0 atomes de
carbone, cette méthode consiste a trouver les valeurs propres d’'une matrice H € M,,(R) définie par

H;; = o, H;; =/ silesatomes de carbones i et j sont liécs et H;; =0 sinon,

pour tout i, € {1,n}. Le paramétre o € R* est I'énergie d’un électron dans une orbitale 2p et 5 € R*
est ’énergie d’interaction entre deux orbitales p. Les valeurs propres de H sont alors une approximation
des énergies des orbitales moléculaires.
1. On considére la molécule d’éthyléne HoC' = C' Hy. Calculer les énergies de ces orbitales molécu-
laires par la méthode de Hiickel.
2. Méme question avec la molécule de butadiéne HoC' = CH — CH = (CH, et la molécule de
cyclobutadiéne (composée d'un cycle de 4 atomes de carbone).



